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多年以来，我系一直在尝试着对数学专业以及计算数学力学 
专业的教材进行改革.这项工作从六十年代一开始就着手进行了, 
在上诲科学技术出版社的大力支持下， i 960 年出版了一套试用教 
材』并在此基础上经过修订从1962年到1965年陆续出版了《数学 
分析\《常微分方程概率论与数理统计数学物理方程\«实 
变函数与泛函分析概要 》 等教材，为我系教材改革提供了 一些经 
验. 当肘就数学教材提出的一些问题，如理论联系实际和教学内 
容现代化等问题,在今天也仍然是有意义的. 

1980年，教育部颁发了部属综合性大学理科数学专业、计算 
数学专业的教学计划和各门课程的教学大纲。同时指出，执行教 
学计划和教学大钢应该体现“统一性和炅活性相结合的原则.”按 
照我们的体会，所谓统一性是指：教学计划和教学大纲是从总体上 
反映了教和学两个方面所应该达到的基本 要求； 而灵活性是指在 
具体实施时应该从实际情况出发，在不降低基本要求的前提下，有 
所创新和改革.我们打算按照这一指导思想陆续编写一套教材. 

要在教学计划和教学大纲的指导下编写出_套成熟的教材 # 
实在不是上件轻而易举的事，它应该是一个长期努力的过程.这 
次编写只是惟为这个过程的又一个新的开端. 

数学学科与某些别的学科不同，它的基础知识相对地来说是 
比较成熟和稳 定的. 其中大董经典的内容，即使是按照现代科学 
技术的发展水平来看，也是必不可少的 • 这是一个基本的事实，是 
我们编写时选材的重耍依据.但是我们还注意到，在各门基础课 
程的教材中应当妗止片面追求自身的完备化，尽董根据每门课程 
在整个教学计划中的作用和地位以及学时的安排，作 整体纟 考虑， 
使各门教材内容的深度和广度互相衔接，协调 •一 致，既能和教学计 
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划中的安排相一致，又符合学生学习过程中由浅入深的认识规律. 
我们希望做到各门课程的教材，都能在敦学计划规定的学时数内 
完成教学. 

对某些经典的内容，我们尝试按现代数学的观点加以处理，使 
思想更严谨、陈述更明确简炼，并起到承上启下的作用.在进行这 
种尝试的时候，力求使这些处理方法能为大多数教师所接受，正 
摘处理好具体和柚象1特殊和一廋、实际和理论的辩证关系. 

不断总结课堂教学的经验，是编好教材的前提之一，这次编写 
的教材，都经过多次的無堂教学实践.一般是先编成讲义，在教学 
过程中，检查交流，听取有关教师和学生的意见，不断改进，其0的 
是为了在保证教学要求的前提下，教师便于教，学生便于学.我们 
将按照各门教材在教学实践中的成熟程度，陆续交付出舨 e 

编写一套适应于四个现代化发展需要的数学教材，是一項长 
期而又艰巨的任务.由于我们的水平有限，实践也还不够，教材中 
出现各种各样的缺点和错误在所难免，殷切期望专家和广大读者 
提出宝贵的意见，给予批评揞正，使我们的教材编写工作，日趋成 

上海科学技术出版社的同志对于我.们的教材建设多年来一直 
给予密切配合和大力支持，我们表示衷心的感谢. 

复旦大学数学系 

1982,4 
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本书是作为髙等学校数学系“数学物理方程”基础课的教材而 
编写的.根据“数学物理方程”这门课程的要求和特点，以及我们 
过去讲授这门课程的体验,在本书的指导 思想和 具体安排方面，我 
们有如下几点不够 成熟的 看法， 

(1) 数学物理方程主要是指从物理学以及其他自然科学、技 
未科学中所产生的偏微分方程.不论是方程的归结还是问题的提 
出都紧密地联系于所考察的物理模型，不少的求解方法及解的性 
质等等也都或多或少地可以从相应的物理模型中得到启示/ .面遘 
后所得的解或所阐明的你的性质也要应用于具体的问题弁:向时经 
受检验 • 因此，讲授这 rt 课程，必须紧密地结合有关的物每楔塑， 
始终注意从中吸取丰富的养料，并不断注意培养同学在这方面的 
兴趣和能力，才能迖到生动活泼、事半功倍的效莱、要这徉撖，不 
仅要有物理、力学等方面的必备的基础 ，而盅 还築有从物理槙型凼 
发归结为敗学问題来进行研免(酶 建立 歎学稹塑5：拥餘力 .. 这舸方 
面，对词赛來 说》 ■都是需要加以训练和培养的遗憾的是；这 — 
从救和面都往按容易被忽视;‘为 t 改类玫 M 况/我扣在 
本书 中相对 地秦重了这一方面的内容和谢旗 i : 由此也可以 at 濟碧 
地看到歎学物逋方程的确是数学联系实际拥 m 个簠赛的_^ 
二⑻ '# 结 理模 继乘讲 搜慷雜 的内赛 卜低又不能薄 is 于典 
体的物理摸型/坯必须充分地发择用歡啦激法进朽触祭思_# 
办 v 麥确地处理好从‘ 具体辆 抽象彳才嫵将所 
得到的结论和方法角于 ，更大 范围中的#_事紙主; 
的作用彳准本书中，我们在具体讨请 热悔争 为里、波动方_ 及猶和 
方程这兰类典型方程之前，先在第一章中讲兰阶线性偏滅芬方程 
的分类/从总体上说明这三类典型方程的特点;而在二、三、四聿分 
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别讨论了这三类典型方程之后，在第五章不仅对它们的特点和性 
质进行分析比较，还从特征理论的角度对一般的二阶线性偏微分 
方程进行讨论，并指出了这三类典型方程分别代丧了一般的二阶 
线性抛物型、双曲型及椭圆型方程的共性，希望能帮助读者开阔视 
野,起到逋过典型来带动一般的效果. 

(3) 数学物邊方程的一个重要的任务是求解，而求解过程又 
往驻比较复杂，为了培养同学具有熟练求解问题的能力，.应该要 
求他们平时认真地做练习，并给以切实的指导.有一本书的作者 
这样说过:“一本没有例题的教科书与一本有例®的教科书之间的 
区别，与同学佘用一种语言看书与学会用一种语言讲话之间的 E 
别一样' 我们希望同学在学习了这门课程后，能够用这种科学的 
语言来“讲话' 即能 真正地用来解决一些实际 问頚， 因此，在本书 
屮除注^意了习题的精选以外，还增设了一定数童的例题. 

' (4)::. 数学物理方程是一 n 发展相当迅速的学科，包含了非常 

丰富 的内容本书重点讲授一些经典的材科，它们也是进一步学 
习与硏究埤代偏薄分方程理谛的必备的碁础.除此以外,我们还力 
m 比较粗略或衡要的方式介绍与近代偏微分方程的研究密切有 
关的一.舉麻念、内容和方播 ，：如 8函数(第五章及附录 H )、 广义解 
(雜七章)>用费职曲襄方霉缀和能量积分方法 ，(第 A 章)等,希望能 
成为读毐班时步入门的一个肉导•，至于偏微分方程的敵镶求解方 
法> 由于 ® 最另 - til * 程的主軋旅本书中 系应奋 有太大的比瀵 i 
也不茸具体的薄新.只着養强调数学物理方程的理论 
. 对其导作用 纟掛薄 扭有关的数值傅^际上是以对 
镝*分方藤解的概念姻瞧静为出发麻的__这对读者进一步学 
班助歎值宵望提供一个较奸的指南. 

:;，域泽实屏助教学，如择拔用本教材上 d 学期（每周三~四小 
时 课辑; 坷霉点讲挟第 …章、 第二章(连伺跗猱-% 二乂第 
3聿以_莱(餘* S 5) y 及第五章的一小部分(主要是特征理论 
及三类典型方难的比较 h 如果时间还有多余,朔建议再讲第七章， 
至 if 第六章，以及第五孝#的末部分内容(包括附录三)，则可以安 
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排作为同学课外阅读的材料或留作选修课的教材.重要的是，要 
安排足够的时间让同学多作—些练习，使所学的知识真正地掌握 

和巩固. 

本书的初稿曾印成讲义于1册3年度第一学期用作复旦大学 
81级数学专业和计算数学专业学习本课程时的教材，接着，又在 
教学实践的基础上，将初稿作了认真的增订和修改，限于编者的 
水平和缺少充分的教学实践 * 现在的定稿离开主观上想达到的荽 
求还相距很远,错误或不妥之处更在所难免,恳切地期望，同志们提 
出宝贵的意见 • 

■ 卜 r _ p ' 

编者 
1985年11月 
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尤 章在彡 1 中介绍有关斂学物珣 方 程的一些基木概念及这门 
?杓的骯况，在§ 2 中对二自变数的二阶线性偏微分方程讨论了 
分类及化标准型的问题. 

§1引 言 

1*1 偏微分方程及其基本概念 

客观世界中的釣理 ffi (例如温度，速度等等)一般是随时间及 
空间位置的变化而变化的，因此总可以用以时间坐标*及空间坐 
标吻）为自变数的函数奴 (t £ C ^ 吻)来表 

示. 这些物理馕的变化所服从的规律又往往用它们关于时间坐标 
及空同坐称的某些阶变化率之间的一些确定的关系式来表萊，即 
■可写 为函数 W 关于 * 及®1，吻， 咚的 某些阶偏导数之间的一些关 
系式 * 例如，由热量平衡原理，一个均匀、各向同性传热体的温度 
分布函教%心办）应该满足下而的关系式： 

昝-眘 + 益)〒 0 ㈣ 常於 ㈣ 

由此，该物体的一个稳定的温度分布《 = %* %)(即设温度 

不随时间#变化,达到稳定状布)就应满足 

語 + 祭 + 語 =0 . (1 . 2) 

此外，由牛顿第二定律 可知， 对 T ' 拫两端固定而张紧着的均勻 
弦，当它在平衡位置附近作微小横向振动时，其上各点的位移 
®) 应满足 
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BSi 


a 2 


e^u 


(«> o 常数） 


( 1 . 8 ) 


oqct 

等等.这种包含未知函数及其偏导数的 罅式, 统称为偏微分方程. 

在不至引起误解的情况下，在本书中有时也简称其为方程或微^ 
方程. 

--般地说，若 g 变数为叫， …， 叫（《>幻，未知函数为 w = 
札)，则关于 w 的偏微分方程的一般形式是 

7(%, 〜％ Dm, D N u)^0, (1,4) 

其中 f 是其变元的已知函数， Ihz 简记 u 的一阶傳导数 ： 

— Ml ， ■‘、 治 

而一般地， D k u ( jb ^2 J if ) 简记《的 ▲ 阶偏导数： 

'* 心+為+… k X) 怂>0整数). 

(1 

在偏微分方程中所含的未知函数《的偏导数的最髙阶氣称为偏 
微分方程的阶数.于是，若的确含有则 0 L *4) 的阶数为及 

此外，在自变数的个数时，（1，4)就化为一个常鐵分方程^ 

,偏微分方程蹲对应于的情况. 

什么是偏镦分方程的龢呢 ？ 设 0 是自变数空间 v 叫)中 

的一个如果 r n ) 是在厶 中定义 的足够光滑（例 

如瓦次连续啊)的函数 ，且将 它代入 (1,4) .式能使其在 G 中恒等 

地成立，则称《是该方程在0中的—个经典意义下的鼠称为经 

典解.以后可以看到，偏微分施的解的概念可以用各种各样的 

方法加以 f 充，但上述，经典解的概念是最易于为人理解的,也是本 

书中著重讨论的对象.今后,如无特殊需要,我扣就将经典解称为 
解+ 

在-些情况下,未細数的个数可以不止—七它们所满足的 
讎分方程的个数也不止-个.这样』由若干个偏微分方程联立 
在一起,就构成了偏微分方 程纽. 流体力学、弹性力学、电动力学等 
等的基本方程都是偏微分方程组.在通常所遇到的偏微分方程组 
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中，力韁的个数和束知函数的个数大都是相等的.但有时也会出 
现方程个数大于未知函数个数(超定)的情况，或是方程个数小于 
未知函数个数/ 欠定) 的情况. 

如果在^个偏微分方程(组）中，所有的朱知函数及其一切偏 
导数都是线 性地出 现的， 则称这 个偏微分方程(组)为线性偏微分 
方程（组)；否则，就称为非线性偏微分方程（组） . 线性偏微分方程 
(组)通常是比较易于进行研究的，已经財它建立了系统的理论，并 
不断在深入向前发展，而对菲线性偏微分方程(组)的研究则一般 
要闲难得多，解的性质和线性情形也有较大的不同，很难用—个统 
一的方法来加以处理，其研究往往更紧密地站合着和应的物理模 
型，用不同的方法来处理各种不同性质的问题. m 是，很多怠义重 
大的问越归结为非线性偏微分方程的研究(例如 ，流 体力学方程组 
就是非线性的 )， 而且随着研究的深入，有些原先可以用线性偏微 
分方程来近似描述的问题，也必须考虑非线性项的影响，而化为非 
线性偏微分方程的问题，因此，从对线性方程的研究逐步发展到 
对非线性方程的研究，也是当前偏微分方程发展的一个重要的特 

点， 

对于非线性偏微分方程(组)来说，为了深入研究的需要茹说 
叨的方便，还可以进一蚩区分出一些比较特殊的类型，如果所考 
察的非线性偏微分方程(组)对未知函数的一扨最高阶偏导数是线 
性的,则称其为拟线 性偏微分方程 c 姐）.这时，方程(组)中含有未 
知函数的一切最高阶偏导数的部分，称为此方程(组)的主部〔在线 
性方程(组)的情形，也可以类似地定义主部乂对于拟线性方程 
(组乂其主部中未知函数的最髙阶偏导数前的系数除了可能依赖 
于自变数外，还可能依赖于未知函数及 其较低 阶的偏 导数. 特别, 
若这些系数只是自变数的函数，而和未知函数及其偏导数无关，则 
称此偏微分方程(组）为半线 性偏微分方租(纽) • 

这样，例如说 
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是一阶(常系数)的线性偏微分方程; 


. t du n 

ar + ^ =0 


(1.7) 


是一阶拟线性 方程; 皆贫顿-雅科此 ( Hamil - toa - Jaoobi ) 方程 

百 +Ai 卜 0 ⑴ 8 ) 

逛一阶非线性方程,其屮/强一个已知的非线性函.数;而单氧来解 

析函数 y )-\- i ^ y ) (z = a >- hiy ) 的实部和虚部所满 
足的 柯西- 黎曼 ( Oauohy ^ iemann ) 方程组 

「 加 一 d ' i ) 

_ ~& v * 


dx 

do ) 


&n 


- = - 

[ 3x By 


(1.9) 


是一阶(常系数 )® 线性偏微分方程组. 

在一阶 ㈨ 奶沿，方程 (1.1)( 称为热传导方租乂方程（文 2 ) ( 称 
为调和方程或拉普拉斯 CL ^ place ) 方程)及方程 (1.3)( 称力弦振动 
方程)都是二阶常系数线性 方程; 反应扩散方程 .， 


du 




d^u 


心4 & 


是一阶的半线性方程，:而非线性孩振功方程 

- 1 


誌) = 办) 


其中 " Jfc ^) 

则是二阶拟薄性方程，等等. 
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a .11) 


vi + t； a 


对&阶的方释及方程组，也可以举出类似的例子来说叫匕述 
的 概念. 例如描述色敢波的 KdV ( Korteweg-de Yrie )^^ 

为三 阶半线性方程，等煢 . _ 

<i ■ 

1 .货数学物理方程的研究对_ 

怳微分方程理论的形成和发展是和物理学以及其他自然科 


SI s 


ft 


技术科学的发屣硌⑺怊关,并 is 相促进和推动〔化很多重要 
3物理1力学学科的基本方程本身就是偏微分方程，偏微分方程理 
洽的研究成果也常常用来描述、解释或预见各 种自然 现象，并被应 
用 - r - 各门科学和 x 程拉术.同时，偏卩分方程掷研究也和分祈、几 
何、代数、拓扑等;:4；他敏学分支的发展紧密联系 、互相 推动.1%^ 
偏戯分方程这门学科是数7理讼和实际应用之间的一个 ®: 耍的桥 
读.从这个意义上说,各种各样的偏微分方程，其作用和迫位是不 
相同的，不应一 m 同仁地 w 以 对待， 那些和鞠理学以及其他自然 
料学、技术科学密切存哭的«微分方程应该受到更多的重视，偏 微、 
分方程的实际发展状况电充分地反映了这一点.所谓教学物理:方 
u ， 就主贤指从物理学以及其他自然科学1技术科学中所产生的偏 
a 分力 n 有时也包姑与此有关的积分方程、微分积分方程，甚至 
常微分方程等. 

容易理解，数学物理方程这个概念的内涵，不是一成不变，而 
楚随着历史的发展而发展的.微积分理讼形成后不久/从十 /ut 


纪仞开始,人们就开始结合物遡、力学问题来研究偏微分方程.最 
早研究的 几个 方稈就是弦振浈方程 a• 3) 、热传导方程 a. 1) 及调 
和方程 （1.2 乂其中弦振动方程是达朗贝尔 （d'Alembert ), 欧拉 
( Euler ), 丹尼尔 * 贝努利 (Oaniol Bornoii}li) 等人首先系统加以 
研究的 f 对于二维或三维的波动现象〔例如薄膜的振动和声音的传 
播)可以得到类似的方程； . 

常数） 0 •切 


或 


~W 


dPu 

dj }{ 


8 v u 


D = 0 ( a >0 常数)， (1.14) 


茳称为波动方程.傅立卟 ( HuHmO 为了研究热传导间题首先引入 
了后 来被称为傅立叶级数的数学方法，这不仅在物理学中很快得 
到广泛的应用，而对其数学基础的砑究则吸引了十九肚纪一些 a 


伟大的数学家如狄刺克雷 0Pi ?^ h ] M0 , 黎受，维尔斯特拉斯 (WA 
e ^ tra ^) 及®托尔 ( Oantor ), 并城终导致了集合论的 间世， 在分 
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析中引起了一场革命. 至于 调和 方程， 不仅可以用来表示稳定的 
温度场 ，而且可以用来表示牛顿引力场中的引力势、弹性薄膜的乎 
衡、不可压缩流体的定常无 旋流动 等等； 此外， 单复 变解析函数的 
实部和虚部也满 足调和方程.这个例子生动地说明了一个事实:往 
往同一个偏微分 方程何以用来 描述性质上颇不相同的物# 现象. 
这也显承 了 偏微分万程的理论研究成果得到广 泛应用的可能性， 
这7个方程，即波动方程 ，热传 导方程及调和方程，不仅来源于不 
同的物理 模型,而且在数学上也具有各自的特点,它们分别是所谓 
的二阶 双曲型方程、 二 阶抛物型方程及二阶椭圆型方程的最典型 
的代表.这三种类型的方程是最早的也是研究得最充分的数学物 
理方程. 

随着力学、物理学的发展，到了十八世纪后期，在连续介质力 
学中，利用质量、动量及能量的守恒律，已能将流体的运动规律用 
一组偏微分方程来表示.在考虑到流体的粘性时,它称为纳維-斯 
托克斯 （Navi 时 -&tokes) 方程组；而在不计流体的粘性时』则称为 
欧拉方程组.它们都是拟线性的方程组，在此时期』弹性体的运动 
规律也能用弹性力学方程纽或称圣维南 （Saint Venant ) 方程组来 
表示：它是一个线性的偏微分方程组.到了十九1二十世纪，随着 
物理学的进一步发展,人们又陆续发现了描述电磁场运动规律的 
麦克斯韦尔 ( Ma ^ weH ) 方程组(它是电动力学的基丰方程钽)，描 
述微观粒子运动规律的薛定谔 ( Sohrodinger ) 方杻及狄拉克 （ Di ¬ 
rac ) 方程组 （它们是量子力学的基本方程)， 广义相对论中确定引 
力场的基本方程——爱因斯坦 ( Einstein ) 方程以及在基本粒子研. 
究中有重大作用的规范顿理论的基本方程一-杨- 米尔斫 ( Yang - 
Mil ^) 方程 等等.这些方程(组) 扩大了数学物理方程研究的范 
围,在相应的力学、物理学科中都起着重要的怍用 4 

此外，对辑射现象、中子迁移及气体分子 运动的 研究， 又分别 
导至了辐射迁移方程、中子迁移方程和玻尔兹曼 （ Boltzmajm ) 方 

程*它们都是微分积分方程，也是当前数学物理方程中的重要的 
研究对象. 
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不仅如此，由于物珂现象的复杂性,往使是好几种过程同时发 
生,并且相互发生作用， 这使相 应的数学物理方程具有更加复杂的 
结构，并为数学物理方程开拓了愈来愈广®的研究范围.例如化学 
反应过程和扩散过程的联合作用，就导至度应扩散方程；考虑带电 
流体在 电磁® 中的 运动 ，就有 电磁流 体力学 方祖纽，它 是麦克斯韦 
尔方程组与流体力学方程组的耦合 i 考虑高温流体的运动状态时 
必须同时考虑辐射的影响，就导至辐射流体力 学方程组 等等， 

近年来，在力学、物理学、化学、生物学以异一些社会科学学科 
中 以及数学的一些其它分支(如整体微分几一学、多复变函数论… 
…）中又不断地归结出一些新的重要的偏数分方程(组)，便数学物 
理方程的研究领域不断扩大，愈来愈得到人们的重视.同时 ，由于 
在数学物理方程中所商临的数学问题多样而复杂，所以不断伲进 
着谛多相关联的数学分支（如泛函分析、复变圉数、微分几何、计算 
数学等)的发展, 并从中 引进了许多有力的数学工具来解决数学物 
理方程中的有关问題. 

1.3 数学 物理方程的研究内容 

研究数学物理方程的中心问题自然是求解或是研究解的性 


质，以使我们能对于相应的自然现象有更深入的认识，甚至预見出 
新的自然现象;或者对于相应的工程设计能提供必要的数捃,保证 
安全可靠并且髙效率的完成任务. 

但是，因为所考察的数学物理方程只反映了相应的物理现象 
中的一般规律，为了具体确定一个物理状态 f 即为了确定一个数学 
物理方程的解，单靠方程本身是不行的，还必被添加一定的附加条 
件,称为定解条忤.例如,为了确定一个物体的溫度分布状况,除了 
应利用热传导方程以外，还必须知道该物体的初始温度状况(初始 
条件）以及其在边界上的受热状况(边界条件），这里的初始条件及 
边界条件就构成了所要求的定解条件，数学物理方程再加上相应 
的定解条件，就构成了一个定解问题.我们要求的将是定解问題 
的解,即要求一个适当光滑的函数,它不仅在所考察的区域中满足 
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微分方程,而且满足所给的定解条件. 

我们将要看到,对于不同类型的数学物理方程,其定解条件以 
及定解问题的提法通常是不同的，这可以从相应的物理现象中得 
到解释，也能从数学的角度按照一定的准则来加以说明.这些准 
则常用的 是解的存在性 （即定解问题的解是否存在乂 解的唯一性 
(即定解问题的解如果存在』是否只有一个，还是具有一定的自由 
度）以及解对于用來决定解的资料(例如初始条件、边界条件、方程 
中的已知函数甚至求解 K 域等等） 的连续依赖性、简称解的总定性 
(即在这些资料作很小的变化时,解的变化是否也相应地很小).这 
三者统称为 定解问题的适定性. 

如果一个定解问题的解存在、唯一并连续地依赖于定解条件， 
则称这个定解问题是适定的.通常,对于决定性的现象来说,一个 
基本上正确地(但总是近似地)描述所考察的物理模型的微分方程 
定解问题，总应该是适定的.这是因为，所考察的物理模型在一定 
的条件下总应该具有唯一确定的状态,因此，相应的微分方程的定 
解问题的解应该是存在、唯 一的. 此外，因为在实际测量中误差总 
是不可避免的^如果例如说定解条件的微小误差会引起解的巨大 
变化，所考察的定解阿题就不可能给出所考察的物理模型的那怕 
是近似的解，因而不可能正确地描述所考察的物理模型，而鬼去 
任何实际的 意义. 因此,在求解微分方程定解何题时，先对定解问 
题的适定性进行一定的考察，可以帮助我们初步判定所考察的定 
解问题是否.合理，所麻加的定解条件是否适当，以及使我们了解对 
怎样的微分方程通常应该提出怎样的定解条件，对求解起一定的 
指导作用.适定性的概念是阿达马 ( Hadamard ) 首先提出来的，对 
偏微分方程的辦究曾起了并直到现在仍继续起着重要的指导作 
用.但是，对偏微分方程不能仅局限于研究定解间题的适定性，还 
耍研究解的各种性质以及各种有效的求解方法等等.此丹，现在 
已经知道有不少在应用上有重大意义的问题（例如在地球物理探 

矿中所提出的问题)是不适定的，对它们的研究也是很有意义 

的. 


» a 二 a 芰取的二骱线性.方裎的分类及标准型 




§2二自变数的二阶线性方程的分类及标准型 

在本书中，我们研究的重点将是象热传导方程、调和方程及波 
动方 程那样一些二阶线性偏微分方程.这三个方程分别对应于不 
同的物理模型，在定解问题的提法、解的性质等方面具存许多不同 
的特点.现在我们考察二自变数的一般的二阶线性偏微分方 
程 

2 如〜 ++ 6^ + iaMj, + c« =/, (2,1) 

其中^ W , 2), c 及/都是自变数 Oj ) 在区域 D 中的 
连续可微函数，且％%及％ 3 不同时为零+我们希望通 过自变 
数的适当的可逆变换及未知函数的适当的可逆钱性变换，将方程 
(2.1) 的形式进行化简,并在此基础上对方程进行分类.由此可以 
看到前述的热传导方程、调和方程及波动方程恰铪对应于方程 
(24) 的三种不同的类型，而且分别是它们的最典型的代表.顺便 
指出， 这种通过自变数或未知函数的可逆变換将方程的形式化简 
的办法，在常微分方程中曾经大量使用过，它也是研究偏微分方程 
的一个常用的方法 4 


3*1 方棰的化簡 

引入自变数变换 

v-vh v ). ( 2 * 2 ) 

假设 W 及幻是二次连续可微函数，且雅科比行列 


式 


v ) v v 


(2.3) 


在区域中的某一点（而，抑）不 为零. 根据隐函数存在定理，变 
换 （2.2) 至少在（吻，如）的一个邻域中是坷逆的.现在试图利用 
这个变换将方程 （ H ) (至少在抑）的一个邻域中）进行化 


简. 

由复合函数的求导法则，有 
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™ ^ +功，”相， * 

Wff^A 十叫 (f tVv-^SvV^) 十〜 < 2 ， 句 
+W£t (/十 . ..’ 

志 + 2%^>? w 十 iV ??+%^+«^， ^ LfV . 
于是,在变换( 2 .幻下，以 （A 0 为 0 变数的方程 （ 2 . 2 ) 就化为如- 
下的以 （A W 为自变数的方程： 


a n^ff ~ f ~ 2 tfaaWj ^ H - 石 1 %+ S ^ iAj + CW ^ y , (2-5) 

其中 

) ® ii " au £ l -\~ S ' Oaaf ^ H - 0 ^^ 

® ia = ■+ Oia(^*??K +. f ^?*) + (2-6》 

«aa =>^^+ 20 ^ 77 ^ + ; _ ， 

而 I 及 7 的具体形式从略 '- lf 

为了化简方程,要适当选择变换 (2 设),使方雇 ®i5) 的主_ 
化成最简单的形式..由于 （2.6) 中的第3式和笫七式的彬式激金 
相同，仅 g 是将第一式中的 f 换成了 A 因此，如果能求禅方程I 

勿 4+2 a ； iaPe ? V + 0^5=0 (2.7) 

的两个函数无关的第 y) 及 p=p a (aj , 就耶 将变機 
(2.2) 取为 ，、 . h 


T fr^i(a3, V)、 A 

I yX ! - 


( 2 , 从 


从而在方程 ( 2 ， 5 ) 中，系数 & 及心均化为零,而其主'部仅包含 n 

项这就使方程 ( 2 ， 1 )的形式得到探大的简化.下而^具体 
考察这种钣法的可能性. ' 


方程 ( 2 . 7 > 是 关于少 的^阶非线性偏撖分 笼程 ，它拇求解野以、 : 
化为求解如下的常微分方涯： v ，. Vi 

' 2a±^dx d^-h fifga (M* 3 ,©. 1 (2.9), 

在 (A W 平而上的积分曲线问题. 

事实上，若 < p { x t y )= 0 是常微分方程（1$>的中个初积分， 
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fe 表尕一族积分曲线,且成立 〈即不 考虑竒点），则由于 
沿其中的任一积分曲线成立 

办十 (2.10) 

从而由 （2.9) 式可得沿其中的任一积分曲线成立 (2.7) 式； 再注意 
到积分曲线族9(% tf ) == Gf 充满0,的平面上的一个区域，于是 
9 = <P<^> 0是偏微分方程 C 2. V ) 的一个解. 反之, 也容易证明，若 
沪女)是偏微分方程 (2.7) 的一个解，且成立则 
tp(w, g /)=0 f 必为常微分方程( 2 . 9 )的一个初积分，在0, ？/) 平面上 
表示一族积分曲线. 

我们称方程 0.9) 为方程 (2.1) 的特征方程，并称其积分曲线 
为方程 (2.1) 的特征线+ 

为了求方程(2. 9 )的积分曲线，记 

— ( Hi ) 


由 (2.6) 式不难证明，在自变数可逆变換( 2 . 2 )下，若记 


则成立 


^ = tffa 一 




( 2 . 12 ) 

〔2.13) 


其中 


m , v ) 

D(x f p) 


为变换的雅科比行列式.因此，」的符号是自变数可逆变換下的 


不变量. 

现在分以下几种情形分别进行讨论： 

(1) 在点（吻，抑）时一个邻域中 A>0. 此时方程 (2.9) 可分 


解为如下的两个不同的实方程 、 

dy gifl+ N^gfa— Qgi^i>5 


dx 






ffia — \/ 说。 一 
^ 4 

a>±i 


(2.14) 


由常微分方程的存在定理，相应地存在着两族不相同的实积分曲 
线扒 3/)=0 及妁 (《?, 3/)=0； 且由（110)、 (2.14) 式可知变 


换 








li 
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y ), 

_iq-<p^{x 3 y) 


(5.15) 


的 II 科比 p 列式不等于零.由上述，匙可逆变换可将方程 (2.5) 中 
的及 <r sa 化为零.再注意到可逆的自变数变换决不能将一个二 
阶偏微分方程退化为一个一阶偏微分方程，因龀此时必成立心 a 
妗 0( 这一点也可从 (2j 3 ) 式得 出）. 于是此时( 2 .5)可化为 


^ Au ^ Bu ^-^ rOul-n (2 *16) 

的形式，其中次足 J? 均为 t n 的已知函数，其具体表达式从 
略* 


如果在 (2.1 6 ) 中再作自变数的可逆线姓变换 


则方程 (2.1) 就化为 


卜 |~( s + 0, 

??=香 ( s - 〜 


(2.17) 


A ^ u s -\- BiUi ++ D -^ (2.18) 

的形式，其中 A 見，4込为 s, 丨的已知函I 特别在爲, 
时，就得到弦振动方程. 

( 2 )在点的一个邻域中』白 0 t 龀时 Gi ! 及 必岗 
号，不妨设如 >0( 否则用 —1 乘方程( 2 .1)的輛端就化为所 
考察的情形)，而 (2. $化为一个一阶实方程 :. 


%! i w -19) 

固此，只有一族实特征曲线，记为灼& 

再适当选一个函数》=灼(％ 使灼与抖函敎 无关，则作变 ▲ 

^ i = n {^ v )/ : \ 

_ v ), 

^ 有心卢 0. 但由于此时」三 0, 由 （2.13) 式，有3注0,从而也有 

这样，就可将方程(2，1>化为 ,；；■ 

▲ ■ 

的形式.由于此时匕 3 —定不为零,放方程就化为 
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; A x u f -\ - 及叫十+2>1 (2.20) 

拉形式，其中為，足， G ， 取为（匕 7 J ) 的已知函数. 

在方程 (240) 中，还可再作未知函数的可逆线性变换 

切^ 3 抑幻％ , (2.21) 

就得到关于切的方程 

^A 2 v f ~hO^-^D at (2.22) 

其中不再出现对 P 的一阶偏导数项 . 特别在戽妄 i, O s , z> a ^o 
时，就得到热传导方程. 

(3) 在点（、灿 ) 的一个邻域中 d<0. 此时不存在实的特征 
线,方® (2. 9 )的初积分如梁存在只能是复的函数.假 U 

9{^> VX， ^)+2^(^ y)-0 (2,2S) 

足 （2.9) 的一个初积分，潘(札,灼 (a fl/ ) 均为实凼数，于是炉 
V) 满足方程 (2.7)^. 

为了限于在实的范围中考虑问题，我们作如下的自变数变换 
y=U^<p(x f yXx, y) s 
/q = I^<p(p } y)=^q } J^ } y) m (2.24) 

容易证明，这是一个可逆的变换.事实匕此时由 (2,14) 及 (2.10) 
式 W 得 


0丄1^0^= — (o i2 + a 、/— 《® f a ) ?V 


分离实部与虚部，得 


(2.25) 


口— Oia^ w + \J Oj^% 3 — ai^Y} v t 

^nVs 


(2.26) 


因为假设 d <0, 故从而变换 ( 2 . 2 4) 的雅科比行列式労 


1^($, V) — V 邱一 afa/ti I 2\ 

跑? /) gr~W u + Vr/ ) 


(2.27) 


它不能为零.否则就有“ = 0, 再由 (2.26) 就得到 & 0, 

从而 办 =外=込这与 ^( p f p ) = Of 是初积分的毁求不符.这就证 


[:沣 ] 在系数心 dia 及023是 y ) 的解析函数时，利用常微分方程的解析理 
论，可以知道这样的初积分总是存在的 * 在系数非解祈的情形，-"」以证明能直摈从下 
面的 (2 .助)式求出£-外>/沁及 y ), 因此以下的讨论仍有效， 
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明了变换 (2.24) 是一个可逆的自变数变换. 


由于? > = f + 刼满足方程( 2 .7), 代入后再将实部与虚部分开, 
就得到 


即 


an 己+如土么匕+ a 33 il = 叱”5+公如”办 + 如成 
^nfflf^ + «ia dirVv + 心 W) + %af j /办 =0, 


(2.28) 


c _ 

. a 13 = 0. 


( 2 , 2 &) 


再注意到 a n = d 22 此时不可能为零，因此方程 (2.1) 就化为 


Au ^ B ^ Ou+D (2.80) 

的形式，其中見 Of , 2> 是 ( f , >7) 的已知函数#具体表达式从略. 
特别在牟見 C , 1)三0时，就得到调和方程， .. 


2.2 方程的分类 

从上面的讨论知道，由( 2 , 11) 式引入的、由方程主部的系数所 
组成的判别式」的符号在方程的化簡中起着童要的作用，据此我 
们可以将方 择加以 分类. 

若在区域中的一点（％，如)，满足 

A ^2-* hia 23 >0 t (2*31) 

则称方程 ( n ) 在此▲(%如)为双曲型的；若有 4( 叫， 你)桷足 

♦一如《«=0』 ^ (2.82) 

_称方程 (2.1) 在此点为抛物型的;若在点（％如）浦足 

A=ah-chiai2<0,_ ” （ \ 抑 > 

则称方程( 2 .1)在此点为椭 UST 型的. 

这样』在区域 O 中的任一点，方裎 ( 24 ) 必属于而且只属于上 
述三种类型之一，且其类型完全由方程主部中的系数决定，与 并主 
部中的系数无关， ' 

如果考察整个区域 fl , 就有 ： 

⑴若在公中的每一点 ，方程 0.1) 都是双曲型，即在 G 中处 
处成立 (2,31), 就称方程在区域 fl 中为双 故型， 简称为双曲型方 
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锃.弦振动方程就是一个双曲型方程， 1 

(2) 若在 G 中的每一点，方程 (2.1) 都是抛物型，即在 D 中处 
处成立 (2.32)/ 就称方程在区域 D 中为抛物型，簡称为抛物型方 
程，一维热传导方程 ’ 

( a><) 常数） .34) 

就是一个抛物型方程. 

若在0中的每一点，方程 （2.1) 都是椭圆型，即在 G 中处 
处成立（ 2 .33),就称方程在区域 G 中为椭圆型，简称为橢圆型方 
程，二维调和方程 


护 w ,护 w 
硬十乘 


(2.35) 


就是一个楠圆型方程 .. 

但除上述幺种情况外，由于在 D 中的不同的点，方程可以冇 
本同的类型，因此在整个区域0上考察，还可能出现以 下的一 些 
情况； 

(4) 若在 D 中的一部分区域上方程〔2.1)为双曲型（」>0), 
在另一部分区域上方程为椭圆型于是，由连续性,在这两 
个区域的分界线上> 方程 ( H ) 必为抛物型0 = 0)，这种类型的方 

程称为混合型方程.例如：玩里谷米 （ Trioomi ) 方程 

_ 


S^u 


丄 ㈣ 



(2.36) 


在上半平面^>0为椭圆型，在下半平面 s/<0 为双曲型，而在汉= 
0为抛物型.它在整个0, 3/) 平面与就是一个混合型方程，面纪， 
0通称为变 型线.这种 _型的方程在气体动力学的跨音速流理论 
中有重要的应用，因此混合型方程也同样很引起人们的重视. 

(5) 若在0中的一部分区域上方程（ 2 -1)为双曲型，在其余 
部分为抛物型，面在 G 中没有摘圆型的点，则方程称为退靖双曲 
型方程.例如脱里谷米方程在下半平面3/<0为一个退缩双曲型方 
程 t 文如方程 




1& 
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&'u _ ?hi 


0 


(2.37) 


在女时为双曲型，在3/ = 0时为抛物型，在任何包含的区 
域屮均为返缩双曲型方程. 


(6) 於在 G 中的一部分区域上方程（ 2 .1)为椭圆型，在其余 
部分为抛 物型， 而在口中没有双恥型的点，则方程称为退缩橢囤 
型方程,例如脱里狞米方程在上半平面 y > 0 就是一个退缩椭圆型 
方程 i 方程 


冷令^ ⑽) 

在任何包含3/-0的区域中均为退缩椭圆型 方程+ 

对于在一个区域 O 中为双曲型、抛物型或椭圆型的方程，可 
以用上一段的方法将方程进行化简，分别得到相应的方程 (2.16) 
成(2.18)、（2, 2 0)或( 2 .2 2 )以及(2.30乂称为速搜方程的标准堑， 
必须注薏，这种化标淮型的方法一般说来只能在中某一点（％, 
妁)的邻域中有效，但在一些重要的特殊情况, 妍作 的变换在整个 
区域 D 中都是可逆的』因此可以将方程在整个区域中化 为耘准 
型.因此,在具体将方程化为标准型时，我们必领注意其有效的范 
M 是局部的还是遍及整个区域. '• 

这儿必须注意，我们只能在具有确定类型的匡域中用上述方 
法化标 准型， 因此例如对脱里谷米方程,我们只能分别在其双曲型 
区轉及椭圆型区域中化标准型，.而不能在整个混合型区域化标准 

型，也不能在变型线 y =0 ( 它沐是一个区域!）上化为抛物型方程 

的标准， ..… 

下南峩的再#方程在二点的分类准则从另一个、角度乘加敁该 

明，以利于今启的推广.引入方程( 3 .1)的圭梆系致辦组成被时袜 
矩阵 



并记其特征值为 h 及则易知有 

• I ■ 

= det -4 = 一 洗 (2*40) 
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于是若方稃在一点（吻，抑）为双曲型，则〜&异号;若方拜在点 
(抑， 妁1为抛物型，则6中有一个为零(也只能有一个力零，因 
为处，如， a 2a 不同时为 零)； 若方程在点灿)为椭 M 型， 则 
V a 同号. , 

引入二次型 


Q ( A .) — 2<® i 2 ^Aa (2.41) 

则方程在一点（化，如）的分类准则也可表述 为:若 二次型 QA) 为 
正定或负定，则方程为椭 圆型； 若 Q0) 为退化，则方程为抛物型; 
若 Q(M 不是正定或负定，又非退化，则方裎为双曲型. 


2‘3例 

【例11】 考虑方程 


浐 汉咖++ *^=^=0. 

其判别式故为抛物型方程；但为使方程主部的系数不全力 
零，所考虑的远域应不包含坐标原点.沘时,相应的特征方程 

穿 3 d^-~2xyd3id^-\-^dx s — Q 


可写为 
其初积分为 


于是可作自变数变换 


(ydy^Ojdcti) a —0 j 

^~f = O m 


.77-^(^ y ), 

这里 ㈣ 0, O 只耍选取得使变换为讨逆即可，然而，从化筒方程 
的角度应该选取尽可能简单的抑来达到 要求. 由于所考察的区域 
不包含坐标原点,就可特別取 ㈣ 而得可逆变换 

- 


此时有 




lft 
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论 


尝 -4+ 嗥 


d-a I 

~^y 


一％ 


8 u 




^ 8 u 


d 3 u 


如 S + 切■如 




^9 t } 


8 x&y 

a 2 u 


㈣ 总+2(〜， 


&rf 

d'^u 


ee 


8 ^n ' 

[篆’ 鲁 — _最+- 3 •-令 

于是原方程化为 

Bu 


07 } 


每 + 2 邺 


印 

或 


Bu 

drj 

0. 


^3 - 坨 加_ 2 V Su 
时 r+v w~~^e+w^ 

此时若再作未知函数的线性变换 


0 . 


■ ue ^ 


^■+4^ 


*r 


«( f a + W , 

还可以消去方程右端对97的一阶导数项，但却要多出含 T 的项方 
程的形式并不能得到进一步的简化. J 

【例2.2】脱里谷米方程 

y a ^ 十 ㈣ v 

的特征方程为 

i ^ s + iJa ^0, (2.42) 

由于它是馄奋型方裎，只能分别在双曲型区域及椭圓型区 域中将 
方程化力标准型 . ： 

在双曲型 K 域 y <0 中，（ 2 .42)可写为 

如 土 \ f~~y dy =^ Q f 
故可求得其初积分分别为 
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于是作变换 

通过具体计算可知原方程化为 

e^u 1 (du 加、一 ft 

8 ^ dr ) 咐 — V % dr ) / 


(2.43) 


(2.44) 


这种类型的方程称为 欧拉 - 泊松 ( Euler - p oisaorO 方程，我们可注 
意到变换( 2 .43)在整个双曲型区域 y <0 中是可逆的,并将区域 
0 化为平面上的区域 7 ? — f > 0 ; 而原方程的变型线 3 / =0 此 
时化为方程 (2.44) 的竒线 V - 卜 0 t 


在椭圆型区域 i />0 中，可将 (2,43) 写成 

dx±：i\/~y dy — 0 t 

故其初积分为 
于是作变换 


原方和就化为 


d s u 






. f =®. 


V " ■^y s/a j 

(2.45) 

. S^U , 1 n 

drf dr }. 

(2.46) 


同样可以看到，变换(2.45)在整个椭叼型区域汉>0中是可逆的， 
井将 K 域?/>0化为 （ f , 7?) 平面上的区域而原方程的变型 
线= 0此时同 样化 为方程 (2.46) 的奇线 n = 0. 


2.4 多自变数的二阶线性方程的分类 

在 Q 变数个数大于2时，已不能象二自变数情形那样将二骱 
线性方程在一个区域中化为标准型，但仍可以类似地将方程进行 
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分类. 

考察一般琨式的多自变数的二阶线性偏微分方裎 

+ + - = ^ A 47 ) 

其中叫 ， d j = l , …』 rt ) ,0 及 / 是 n 维空间%…, ®„) 的 
某区域 O 中的连续函数，即（夂 j - I , »*, ?0不同时为零』且不失 
—般性可设如凡 

类似于二 RJ 变数的情形，引入二次型 


Q(Ai) (2 *4S) 


同样可以给出如下的定义：若在区域 O 中的一点 P (4, •■■, W ), 
二次型 Q ( W 为正定或负定（即其一切特征值为同号乂则称方糎 
( 2 . 4 7)在？点为椭 圆型； 若二次型 QO ) 在 P 点为退化，且其特 


征值中只有一个为零，而其余特征值有同一符号,!％称方程 (2.47) 
在 P 点为抛 物型； 若二次型 Q ( X ) 在 P 点既不退化，又不为正定 
或负定，且有 n -1 个特征值具有同一符号(另一特征值必异号), 
则称方程( 2 .47)在 P 点为双曲型.按照上述定义，对多自变量的 


拉普拉斯方程 

d s u , d 3 u , ,0% rt 


(2.49) 


其相应的二次型 

Q (九 


是正定的，故为椭 H 型;对多维波动方程 




(a>0 常数乂 


(2,50) 


其相应的二次型 

Q(^*) ^A-o — ^ 0 ^ + … 

既非退化，又非正定或负定，且在 n + l 个特征值中有 n 个具有冏 
一符号(即- /), 故为双曲型;对多维热传导方程 


&U a / 0 3 W 

af^ a 


其相应的二次型 


f --*4 


a 3 u \ 

e ^~) 


(«>o 常数), 


(2.61) 
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为退化的，且只有一个特征值为零，而其余特征值为同号,故为抛 
物型. 

必须指出，在多个自变数的情形,珏可能出现一些在二自变数 
情形所不可能出现的复杂情况.例如二次型 在尸点 既不退 
化,又不正定或负定，而正、负特征值的个数都不止一个，这时，方 
程 (2.47) 称为在尸点为超汉曲型.方程 

护 M _ 8 ^U , 3 2 U z 9 c ； 9 \ 

da ^ 

就是趙双曲型的.又例如二次型 Q 00 在 P 点退化，但有好几个 
特征值为零，而其余的特征值同号,这时，方程 0.47) 称为在 P 点 
为超振物型，方程 


(n>m>1) ( 2 - 53 ) 

就是超抛物型的,等等.但在应用中碰得最多因而也最重要的，还 
是双曲、椭圆或抛物型的方程. 

习题 

1* 判定下述方程的 类型： 

(1) u mt —2 xu tPV = 0； 

(2) 

(3) Waa—2sin 邮 吁 一 cos 3 你收一 =0; 

(4) (1+ as 3 ) w 脚 + (1+ y 3 ) m 仰 + + 抓厂 . 2 w = 0; 

(5) (1— 2 xyu xv + 〔1 - y ^) u vv = {\ 

2, 证明二自变数的二阶线性方程经过自变数的可逆变换及朱知函数的 
可逆线性变换后,其类型不会改变. 

3. 将下列方 f 化为标 准型： 

(1) w aa — 4«哗+5«抑一卜 

(2) ti g>v + ^ i vv - u x + ^ + u =( i ; 

(3) u aw +2 u ^ + w Wtf +3 w df -5 w ( , + 4^ = 0 j 

(4) H - e ^ u vy - xu ^-0- 

<5) w **— (1 + y a ) ^ - 2 y (1 + J / 2 ) 0; 

^6) m 时— = 0. 
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4. 证明二自变数的二阶常系数椭圆邶及双曲型方 程一定可以通过自变 
数的可逆变换及下述形式的未知函 数变换 

议 (心 P 常数) 

好别 f 也为 V i£ ±V^-ir^V=f 

的形式， 


j3& _ __ 

ifi — 

热传导方程 

本章介绍典型的抛物型方程——热传导方程.在研究热传导、 
扩散等物理现象时都会遇到这类 方程. 在§1中介绍方程的归结 
及定解问埋的提法，在§ 2 中用分离变量法求解热传导方程的混合 
问题，并介绍求解非齐次方程时常用的方法一齐次化原理.讨 
论热传导方程的柯西问题.最后在§ 4中还明热传导方程解的一 

个基本性质-极值原理，并由此得到混合问题及柯西问题的解 

的唯一性及稳定性.本章中有关的论证一般只对一个空间变量的 
情形进行;对于多个空间变量的情形,可以类似地进行讨论. 

§1热传导方程及其定解问题 

11热传导方程的导出 

在不少实际问题中，经常要考察空间某物体 D 上各点的温度 
分布状态,热传导方程就是从相应的物理模型中归结出來的+ 

在着手推导热传导方程之前，先对热传导现象作一些简单的 
说明，我们知道，当物体中各部分温度分布不均勻时，就会产生热 
的传导现象，即热量将由温度高的部分流向温度低的部分，图 2.1 
表示一块面积为此、厚度为』 n 的板状物 
体.如果板左表面的温度保持为也，右表 
面的温度保持为处，且例如说 Ui < iU 2 } 则热 
量将由左边通过板状物体面流向右边，用 
表示在 ▲ 时间内流过此板状物体的热 
量.由实验 知道：炎和 时间冰、板的面积 m 2.1 

必 及温度差均一处成正比,而和板的厚度血成反比,即有 
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或写为 

( U ) 

An 

其中常数 A >0 称为热传导系数，它与材料的性质有关 • （1二)式 

中的负号表示热量总是从温度高处流向温度低处. 

如果物体中各点的温度不均勻，旦随时间£而改变，记 埽度分 
布函数为 A 6 *). 考虑过点 (A A 2；) 的一个无穷小面积 
的薄片，井考察在无穷小时段忍内沿此薄片的法线方向》流 
过此薄片的热量 dQ . 由 （1.1) 式有 

dQ= y } dS dt. ( 1 ‘ 2 ) 

它称为传热学中的傅立叶 （ Fourier ) 实验定律*其中40, K 4称 
为物体在点 ( A 沁幻处的热传导系数』它恒取正值 - , 

利用傅立叶实验定律，我们就町以用下述宄法来导出热传导 
方程. 

在物体 D 中任取一个区域$其边界面记为&则_由(1.幻式 
从时刻匕到 b 流进此区域卩中的全部热量为 

Q - V , 2) ^ d &^ dt f (1.8) 

B 

于此 n 表示曲面汉的外法线方向. ' 

另一方面，在时间间隔 Pi , W 中，由于温度从 W 变 
化到整个区域 (？ 所吸收的热董应为 

\\\°^ y> 贫 ) pOu) oon 6) 

G 

—wfe y f 2 ^ dy dz, (1.4) 

其中 *? 及 p 分别为物体的比热及密度， 

如果物体内部没有热源，由 （1-3) 式所表示的流入(？中的热 
量就是使沒内部温度发生变化所需要的热暈 ( i . 4 ), 于是成立 



U 热传导方裎及 K 定鉍问迪 


Vt Z) ^ dS } dt 

- ^JlJcCaj, y f z)p{^ y f 2)[mOu, f a ) 

Q 

一 u(a? f y f Zj ii)]t2a3 dv/ dx m 

假设函数奴关于变暈 1 3 具有二阶连续偏导数 7 关于丨具有 ■ 
阶连续偏导数，利用格林公式 

JJ[^ Pcos(ft, 33)+6009(^ y) +Scos(n^ a) dS 

8 = Pf + f + f ) ㈣ 屯 
其中 n 为曲面 S 的外法线方向，可将上式化为 

脈(嘈 ㈣ 奸卿卜 ㈣ 

G 

K ::»— ' 


即 


nu 


(? p - 


du 

W 


d (j du 


hi ( k ^) 


由于 


V* 

— -^(k cite dy dz dt = O t 

3 z ^ oz /-I 

b 与区域的忏意性，由此我们得到 

cp I = 垂❹ D +毒(* 1)+ K * D . (1 

这就是对非均勻的各向同性体的热传导方狂- 

对于均勻的物体 , b C 及 P 均为常数,此时记 《 a =$" >0 i 
得均勻各向同性体的热传#方程 

(登+祭+ 杂). C1 

/体内部有热源(例如物体中逋有电流，或3 


dt 

如果所考察的物彳 
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学反应等情況乂 则在推 导热传导方程时还需考察热源的影响*若 
设在单位时间中热源的体积密度为 s , f )， 则在考虑热平 
衡时， （1.4) 式应等于 (1.S) 式苒加上 



x f y f Zj, t)dx dp dz di t 


于是，在均匀各向同性的情形，热传导方程应为 

^ 卷令 眷)咖 V，4 ( 1 * T ) 

其中 / 、 

fbU 口 (” 户 JI. Cl.8) 

V P 

今后，我们称(I. 6 )为齐次热传导方程，而称 (U ) 为非齐次热 
传导方它们都是线性方程. 


1.2 定解问匦的提法 

从第一章的讨论知道，为了确定方程 (1.6) 或 CL7) 的解,我们 
必须给出适当的定解条件.对于热传导现象，从物理上知道，为了 
确定物体0的温度分布状况，即决定函数必须知道 
物体的初始温度（初始条桦）及物体所处的周围环境的状况（边界 
条件).显然，在初始温度相同而外界条件不同时，或外界条#相 
同而初始温度不同时，描写物体温度分布的函数 w 也要不同.而 
如艰已知物体在初始时刻的温度和物体边界上的温度状况（或热 
交换状况)就应该可以完全确定物体在以后时刻的温度.因此，对 
热传导方程通常应在已给的初始条件与边界条件下求问题的解. 
初始条件的提法显 然为： 

^0： y f z) (x f y f (1.9) 

:其中 y(A 沁 力为已 知函数，表示物体在彡= 0时的温度分布. 

现在考察攰界条件的提法.对热传导方程来说，常见的边界 
条件是如下三种形式 之一： 

第一种 情形： 已知物体表面的温度.这种边界条件的数学形 

式为 


n 热传导方程及其定解问题 
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t), (1.10) 

其中厂表示物体 o 的边畀曲既0是定义在 
l \ *><(<； T 上的已知函数.这种边界条件通称为热传导方程的 
第一类边界条件或狄利克雷 （Dirichle 幻边界条件， 

第二种 情形： 在物体的表面 r 上已知的不是温度而是热流 
量，即已知在单位时间内沿法线方向流过表面上单位面积的热量、 
由傅立叶实验定律，这实际上表示温度《在物体表面上的法向# 

数^是已知的，于是其数学形式为 




( 1 . 11 ) 


Bti 

■■ ' __ 

其中 ft 表示边界 r 的外法线方向，而乂 0是物体埠界曲 
面上的已知函数.这类边界条件称为热传导方程的 第二类边界条 
件或诺伊曼 （ Nettmann ) 边界条件. 

特别在的情形，〈1.11)化为 . 


8 u 

dn 


= 0 4 


(1.1攻 


这表示物体和外界没有热置的交換,即边界是绝热的情形. 

第三种 情形： 已知物体和周围介质在物体表面的热交換状 
况.设已知周围介质（如空气」冷却油等)在物体表面上的温度为 
在表面 f 上，物体和扑部介质有温度差 

vXj^ } y, s, i) 2, i) )r, 

因而就有热董的流动.这儿，由于热量交換在两种不同的物质之 
间进行，它应满足如下的牛顿实验 定律： … 

在尤穷小时段出内，经过物体表面上的无穷小面积流到 
周围介质中去的热量观和在接触而上的温度差成正比> 即成立 

其中 h 可由实验测定，称为换热系教，它也取正值 • 

但是由前述的傅立叶实验定律 (1-2), 这个自物体表面 流向外 
界的热 M 又应等于 - 
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dSdt 

on ! r 

(其中 ^ 为外法向好数 x 于是得到在尸上成立 

■I- 、” h ± 

若记 ( 7 = T t f k~ f 


上式就可改写为 

+aw) y, %, 0, (1.12) 

其中 a ^均为边界 r 上的已知函数，而 £7> o . 这类边界条件称 
为热传导方程的第三类边界条件. 

在边界条件(1.10)、 （1.11) 或 (1.12) 中』 若 ♦ 仏％ *) 不恒 
为0,则称为#齐次边界条件；反之，若则称为齐次边界条件. 

这样，由热传导方程，初始牵件 (1.9) 及上述三种边界条件中 
的任一种就构成了所要考察的定解间题.这种既有初始条件又有 
边界条件的定解问题，称为泥合问题. 

如果所考察的物体体积很太，而所需知道的又只是在较短时 
间中和内部较小范围内的温度变化情况，此时边界条件所产生的 
影响近似地可以忽略，相应地，作为一种近似，就不妨假设所考察 
的物体充满整个空间，而化为考察如下的定解问题,通称为 初值问 


题（或柯西 （Cauoliy) 问题): 


0 u 

，百 



H A *乂（尔，沒〆） G 逆, 


y t z ), 


(1-13) 

在一些特定的佾况下，方程中描述位置坐标的独立变量的数 
目可以适当减少，这将给问®的求解带来 方便. 

例如在考虑均勻细柱形杆的热传导问题时，如果其侧面是绝 
热的，并且同一横截而上的各点具有相同的温度，那么温度函数处 
仅与一个空间坐标$及时间 * 有关，我们就得到一维的热传导 


|1 热传讳 力枵反 苒定解问蒽 




方程 t ). (1.14) 

对于一维热传导方程，同样可以提出混合问题和初值问题等定解 
问题+ 

类似地，在研究上下底面为绝热的薄板的温度分布时(此时可 
认为温度沿厚度 s 的方向不变)，我们可得二维热传导方程. 

拎 u ). d ■坰 

对于它，同样可以提相应的定解问题. 

1.3 扩散方程 

在研究分子扩散现象（如气体的扩散，液体的渗透，半导体材 
料中杂质的扩散等)时，会碰到与热传导方程类似的方程，称为扩 
散方程. 

由于扩散方程与热传导方程的导出过程极为相似，我们只需 
将扩散过程所满足的物理规律与热传导过程所满足的物理规律作 
—类比，就可以得到扩散方程. 

在推导齐次热传导方程时起基本作用的是下面的傅立叶实验 
定律与热量守恒定律： 

dQ= ™jfc (p 3 y, dt, 

djfif d 卜 j 

8 O 

其中有关量的意义已在前面说明.在考虑扩散过程时，我们相应 
地有扩散定律及质量守恒定律，它们的形式分别是 

— iy(^ t y f dS dtj ( 1 . 16 ) 

y 3 h ) 

— N(x t y f ^ ioldxdydi, ( 1 * 17 ) 
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其中 I 表汞扩散物质的浓度（单位体积中的分子数或 质量乂 
龙农在无穷小时段由内沿法线《方向经一个无穷小面积所扩 
敁的物质的量/而乃0,1 4称为扩散系数，它恒取正值. 

由此仿照热传妤方程的导出过程，不难得到齐次的扩散方程 

也可类似于 (1. D 写出非齐次的扩散方程. 

对于扩散过程，也可以提出相应的柯西问题与混合问题. 


习 题 

1. 一均匀细杆直径为^假设它在同一截面上的温度是相同的，扦的恻 
表叼和周围介质(温度力％)发生热交换： 


dQ=ki(u—ui') dSdt t 

乂0设杆的密度为内比热为 c 7 热传导系数为\试导出此时溫度 w 所满足的 
方私 


2. —均句细杆侧面绝热，二端点#0及均自由冷却，即杆端和周 
闹介质（二端介质温度分别力 <3 i 及仏)按牛顿实验定律交换热量，试写出其 
边界条件. 

3. 试直接推导扩散过程所满足的微分方程. 

4 ' 砼(混凝土）内部储藏着热量，称力水化热，它在浇筑后逐渐放出，放 
热速度和它所储藏的水化热成正比:以 0(0 表示它在单位体积中所储的热量, 

则抑， 其中办为常数;又9(0)=犰设为已知.假设砼的比热为0，密 

度为 P , 热传导系数为心求它在浇筑后的温度 M 满足的方程. 

5 ' 设一均勻的导线处在扃围为常数温度岣的介质中， 试证： 若在导线 
中通以电流 ：( 其电流强度 i 为常数)，则导线的组度满足微分方程 


du — h dht _ hiP 
cp com 


(«—« 0 ) + 


0.24 心 


opo > epoy 

其中二衷示导体的电阻系数， P 及 u 分別表示导线横截面的周長及面积，而 
^ 表示导线对于周围介质的热交换系数. 


§2混合问题•分离变量法 



n 混贪问懕-分离变童法 


n 


2.1 迭加原理 

如果在所考虑的定解间题中，微分方裎及定解条件都是线性 
的，就称此定解问题为一个线性的定醉问题.对于一个复杂的线 
性定解问题总可以把它分解为若干个比较简单的问题来求解，然 
后将这些简单问题的解迭加起来，就得到原问题的解，换言之, 
此时总可以将对解起影响的各个不同的因素#别加以考虑而求出 
相应的解，然后把这些解迭加起来就得到这些因素联合作用时问 
题的解，这个事实,称为迭加原理，它对线性的定解问题总是适用 


的， 

例如，考察热传导方程的柯西问题 


r du 

■ ~II ■ ■ 

at 



e^u 




( 2 . 1 ) 


l u^=ip(x) m 

在热传导的情形 ， /(A 0 相应于内部的热源项，而对应于初 
始温度，因此，上述问题 (2.1) 要求解的是在初始温度及热源項同 
时存在时的温度分布状态，为了求解这个温度分布状态，可以先 


分别单独考虑初始溫度及热塬的作用,即先分别求解下述二个柯 


西问题: 

及 


r 』内 1 一 n 

Oi Ux^ip^x) 


dUs a 

~~BT 

J = 0； = 


Of 


(2.2) 


(2.S) 


容易看到，在分别求得此两定解问题的解％及他后，将它们选加 


起来,就得到原问题 ( H ) 的解« = ^ + 这就是迭加原理的一个 
具体的应用.在既有初始条件又有边界条件的情形（即对湛食:问 
题)/清况也是类似的. 

这样,对于线性的定解问题，总蚵以利用迭加原理将一个复杂 


的问题化为一些简单的间题来分别求解.但必须着重指出，迭加 
原理只对线性的定解问题才能成立』而不适用于非线性的情形，这 
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也是求解非线性问题的一个困难所在. 

现在我们考虑热传导方程的混合问题 




a 2 






dt " dx ^ 
t=0. u=^q>(x) t 

l 3 J - l ： = 

首先指出，在求解中总可以假设成立 

即总可化为具齐次边界条件的问题来求解. 

边界条件 (2.6) 的函数 i ), 例如说，取 

ro , ㈣ (0], 

并作未知函数的变换 

U ^ u — V , 

则易知?7就满足下述具齐次边界条件的混合问题, 


(2.4) 

(2.5) 

( 2 . 6 ) 

事实上，取一个满足 


(2*8) 


(2.9) 


f ^ 醤 -/(“ 一 (- 


dV 


or 


e^v 


)^f t ). 


dt ^ 

i™0, 0 —— F(«j 

*■0 及 ai _ J : t /_0, 

这样,不妨碍一般性,下面我们可以只考虑如下具齐次边界条件的 

问軋 

r Su j, 5®U " .n 

W~ a 


f^O ； U — q>{oo) f 
^ a ；=™0 ^ z = l . u = 0 t 


( 2 . 10 ) 


根据迭加原理，上述混合问题可以分解为下面两个混合问题 
来分别求解： 


( I ) 


n a ^^1 — /\ 

I a 见 — & 
f— 0: u± = q>(x) t 
1 及 oj = I 


S 2 混合问 题* 分离变 S 法 


及 

并且显然有 


(II) 


dus 

^df 


冷=瓜*)， 


^ = 0； «3 = 0^ 

3! = 0 , S . a ? = ?； Wa = 0, 


这样,为了求解混合问題 (2.10), 只要分别求解齐次方程带齐 
次边界条件及非齐次初始条件的混合问题（ I )以及非齐次方程带 
齐次边界条件及齐次初始条件的混合问题( II )即可.从下面讨论 
将可以看到，问题( XI )坷以归结为问题（ I )来求解，在这两个间题 
中，关键是求解问题卩乂因此，我们首先考察问题 CO 的求解，再 
转而解决问题 ( n ). 


32分离变蛋法 


现在我们结合求解热传导方程的浪合问題来介绍求解线性偏 
微分方程的一个常用方法——分离变量法. 

用分离变暈法求娜混合问题 


(I) 


f da _ ^ 


0, 


(- »0 : 

及 jc — L u _0. 


( 2 . 11 ) 

( 2 . 12 ) 

(2.IS) 


仍然是基于迭加原理，我们记得，在求解常系数线性齐次常歎分 


方程的初值问题时，是先求得微分方程的足够数目的特解(基本解 


组)，再由迭加原理作这些特解的线性组合，使满足给定的初始条 
件.这启发我们，可以从寻求齐次方程 (2.11) 的满足齐次边界条 
件(2，13)的足够多的具有简单形式的特解出发，利用它们适当的 
线性组合使满足给定的初始条件 (2.12), 来求得问题( I )的解， 


现在试求方程 (2.11) 的可以分离变蛋的非平凡（即不恒等于 


零) 的特蚝 

^^ XC ^ TCi ), (2.14) 

并要求它满足齐次边界条件 (2.13). 这里 X(aO 及 PO ) 分别表示 
仅与0有关及仅与 f 有关的待定函数. 
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将0二4)代入方程 (2.; a ), 得到 

X(i0) T f (t)= ^X if (x)T{t), 

茌上式中分离变量后就有 

T f ( t ) — 工 " fa ) 16) 

a^T(t) X(x) * { 1 } 

由于 (2 二 5) 式的左边仅是 i 的函数，右边仅是 * 的函数，要使左右 

两边相等，只有当它们等于同一个常数时才可能.记此常数为-入 

(其值待定)，就得到 

2 T/ (0+WT(0-0 (2.16) 

及 


X ff (x)^XX(x)^0. (2.17) 

这样，方程 (2.15) 就被分离为两个常微分方程,其中一个仅含 
有自变量^另一个仅含有自变量我们可以通过求解这两个方 
程来决定 rco 及 Z Oh 从而得到方程 ( m ) 的特解 (2.14). 

为了使此解是满足齐次边界条件 （2.13) 的非平凡解，就必须 
选择适当的 X 值,使方程 (2.17) 具有满足边界条件 

^(0)=0, X ®=0 (2.18) 

的非平凡解.这是常微分方程的特征值(或称固有值)问题.由于 
(2.17) 的通解的形式随人>0, 及 K <0 而不同，下面对此三 
种情况分别进行考察. 

情形4当九<0时,方程( 2 ,1?)的通解可以写成 
X { x )^0 ± e ^- +0^-^ 

其中0 3 为任意常数 • 要使它满足边界条件 ㈡ .18), 就必须 

f C , iH - O a =0 J 

Oa 0_ vrri « 0. 

由于行列式 

散 Gf ( h =0 t 即在 ^<0 时得不到菲平凡解. 

情形马当时，方程( 2 .17)的通解可以写成 

iK (a;) == + 0 ^x t 
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其中 ft , 为任意常数.要使它满足边界条件 (2.18), 同样只有 
恒等于零的解. 

情形当 X >0 时，方程 (2 AT ) 的通解具有如下形式： 

X (x) cos sin JXx, 

其中 CA , 0 3 为任意常数.要它满足边界条件 X (0)-0, 必须0^ 
0. 再由 

^ ( t ) = Oa sid . >/ 人 E = 0 ， 

知道为使仏#0,必须 sinN / T ! = 0, 于是 

Cfc = l , 2, ".). (2.19) 

这样就找到了一族非平凡解 

X fc (®)=^siii^ = H …）， （ 2.20) 

就称为所考察的常微分方裎特征值问题的特征值(或 

固有值)，而 （2.20) 给出的 Z fc ( aO 为相应的特征函数（或固有函 
数). 

将特征值 h 代入方程 ( US ) 中，可得其通解为 

㈣ *(!■ * 

( 2 - 21 ) 


其中为任意常数. 

这样，我们得到了方程 (2 • 的满足齐次边界条件( 2 .13) 的 
下列分离变量的特解： 

u^ f ty ^ x ^ T ^ t ) 

k*x*a* t K —^ 

，一 ^ f sin 罕 ㈣ ， 2, …). 

现在我们设法作出这些特解的适当的线性组合，使其力混合 
问题( I )的解，世就是说，要决定常数使 

t) = ~~ ? ^ ( 2 . 22 ) 

满足初始条件 (2. 1 2 ),即成立 
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fc-1 V 

于是，厶应为？ >0) 在区间[0, Q 上关于正弦函数展开的傅立叶级 
数的系数，即 

4 = （* = 1, 2，”). (2.23) 

将由 (2.23) 式表示的為 t 代入 (2. 2 2 )中，就得到用级数形式表 
示的混合问题(了)的解.这个方法就称为分岛芰量法. 

这样，我们就得到了定解 问題® 的解的级数表进式.在推导 
这个解 的表达式的过程中，我们自然假设所进行的一切运算都是 
合 理的，而这点事先并未得到保诬，因此，这儿所推导的解的表进 
式还只是形式上有效的.这种形式上推导解的表进式的过程称为 
分析 过程， 所 得的解 称为形 式解. 要征明形式解的确是所考察的 
问题的解。即的确满足方程及定解条件,还必须进行验证. 

现在证明当初始函数满足一定的条件时，级数(222)所 
给出的琨式解确实是定解问题（ I )的解.这#验证过程称为绿合 
过程. 

注意到形式解 (2.22) 中的每一项都满足方程 (2.11), 因此只 
要证明在 P 满足一定的条件时,级数 (2,32) 在0<^<1 时可 
以哭于 * 逐项微分一次，关于 ® 逐项微分两次^它就一定满足方程 
(2.11). 这只要证明级数(2, 2 2)在 t >0, 时关于 * 逐项 

微分一次及 关于® 逐项微分二次后所得的级数仍是一致收敛的. 
此外，如果在炉满足一定条件时，级数 (2. 池) 在 上 
—致收敛，因而它所表示的函数连续，那末形式解 (2.22) 也一定满 
足初始条件 (2.12) 及边界条件 (2 • 13). 

注意对任何 t > 8 > 0 以及任意的 正整数恒成立 

« -一 li —(2.24) 
其中苋仅与 m 及 S 有关，而与 A 无关.因此，容易看到』只要级 
收敛，则级数 (2.22) 就在上一致收敛，且 
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在 f >0, 0<^<1 时可关于 （ 及关于 of 逐项微分任意次,从而形式 
解 (2.22) 确为问题( I )的真正的解，且在区域{纟>0, 上是 

$及〖的无穷可微函数. 

只要假设史⑷即设史00是区间[0, i ] 上的连续 
坷微函数(实际上只要假投 pO ) 连续 、分 段光滑)，且成立 

^(0) ^<p(l) =0j (2,25) 

那末，就容易证明（參见附录一)§1毛|收敛，因此，在初值 P 0) 

满足上述条件时，分离变量法所得的形式解( 2 . 22 )就一定是问题 
( I )的寘正的解,且在 t >0 时为无穷可微函数. 

这里指出，即使初值不满足上述的要求，在实际计算中 
仍可利用所得的形式解 ( 2 . 22 ) 的前而若干项的部分和来给出问题 
酌近似的解答. 


23齐次化琢理 


现在讨论非齐次方裎的混合问题 


(H) 


[-at 


d^u 




3 /(*. 0. 


f *=0 ； u=-0j 

■ »*= 0 及 ss=l ; u=0. 


(2.26) 

(2.27) 

(2.28) 


为了求解此问题，我们介绍下述的齐次化原理（又称杜阿美 
( Dohamel ) 原理）.它是将非齐次常微分方程化为齐次常微分方 
程来求解的常数变易法在偏微分方程情形的推广，可把菲齐次方 
程的 求解化 成相应的齐次方程的情形来处理，从而可以直接利用 
前面有关齐次方程的结果. 

齐次化原理设灰（％ A 4为如下齐次方的定解问题（其 


中 t 为参数)的解: 


r m 

j m ^ ^ 

(2.29) 


(2.30) 

及 TF —0 f 

(2.31) 


则 





as 


第二章热传导方程 


(2.32) 


u(x f t) = | o Ti 7 (aij t; r)dr 


就是原混合问题 (n) 的解. 

证明由( 2 . 32 ),并注意到 （2.30) 式，有 


^ jo6 卞) 如 十/"…〆)， 


dt 

P d W 








(a;, ^ T)dr, 


由此由 （2.29) 式就立即得知 u 满足方程 (2,26). 再注意到 (131) 
式，易知 w 也满足初始条件 (2.27) 及边界条件 (2.28), 证毕. 

令^ = £一1混合问题(2.29)—(2.31)可化为 


，一这-^ =0 




^=0. W =/ (ipj t), 

' a;=0 及 a;=Z : TT=0 


的形式,于是利用齐次方程情形的求解公式 (2.22), 就得到其解为 


W (ja, i ； 卞 )= 哀 4{» 


h m ^c*a* 








<f-T> 




ksux 


(2.33) 


而 


- £/(^ r)nmM-dS (“ 1 , 2 , …). ( 2 . 34 ) 

因此由齐次化原理，就求得混合问题 (n) 的形式解为 

♦ 0 -g£ 40 )’ fcJ ^ a ~ T> 如 sin 午 . ( 2 , 36 ) 

为了证明形式解 ( 2 . 35 ) 确为定解问题 (II) 的解，还需要进行 
验证 • 假设 /ea 1 ， 且 /( 0 , t) =/a 0 «= 0 , 则可得 ( 参见附录一)级 
数 ( 2 , 35 ) 当托 [ 0 , 0』 tQl 0 3 时本身一致收敛，且在 o<f<r 
时关于 $ 及关丁 ' i 可以逐项求导任意次，所以0满足相应的 
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方程及初、边值条件,即为定解问题00的解. 

最后我们指出，齐次化原理不仅可以应用于非齐次热传导方 
程的混合问题，而且也能应用于它的柯西问题以及其它线性方程 
(例如波动方程)的定解问题,对于非齐次方程定解 R 题的求解，是 
一个行之有效的方法， 


2 J 例 

【例2.1】求下述定解问题的形式解： 

'— (^>0, 0<^<?), (2.36) 

i =0； u — 55 (®) (2,37) 

u = 0 f (2.38) 

A >0 为常数， （2.39) 

解用分离变量法求解.令 

代入 (2.3 e ) 弁方离变量得 

1"0)+人叉(>)^0， (2.40) 

. X { 0 )^ 0 } X \ l )-^ hX ( l )^0 ( A >0) (2*41) 

及 

: TC 0 十 (2.42) 

求解特征值问翅 (2.40) 、 (2 • 41) ，与前面的讨论类似地可得 

( i ) 当: K 0 时，只有平凡解 ZsO ; 

( ii ) 当 X >0 时， 

JC (*) — A . o <^ s /"^ TflJ + 丑 sto 

利用边界条件尤 (0)=0, 得 A = 于是为使 x (®) 为非平凡解, 

入应满足方程 _ _ 

v ’ 入 cos \ Z ~ Xl -¥ h sin \/ Kl = 0 3 

即特征值 A 应是下述三角方程的 正解： 

(2.43) 


令 


t)_ \/~7it ij 


(2.44) 
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上式变为 

㈣ 一 ( 2 . 45 ) 

利用图解法(见图 2.2) 或数值求解法可得出这个方程的根，由图 
2 . 2 知( 2 .45)有无穷多个正根叫 2 ,…)，且当 A — oo 时, 
%-> + oo . 因此，特征值问题 (2. 40)、 (2.41) 存在着无穷多个特征 
值 

入 Js = ( 孕）…〉 


及相应的特征函数 



把入代入 (2.42) 式,可解得 

于是得到一列可分离变量的特解 

smVX^a? ( 无 = ： 1, …). 

由于方程 (2.36) 及边界条件(2.38)、(2.39)均为齐次的，故由 
迭加原理得 


M _ 

u ( x f 0"^ V ^ a > # (2*46) 
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它(至少在形式上)满足方程 (2.36) 及边界条件 (2.38) 、 (2 , 39) • 
为使在卜0时0取到初值 < p » t 应成立 

奪為 ffiiaV ^ ariW * (2*47) 

为确定系数 A ， 须先证明特征函数系 { X fc } = { sinvi ；®} 在 [0, I ]上 
正交.设特征函数1_和工„分别对应于不同的特征值心和 
有 

以 Xm 和 X rt 分别乘第一和第二式.梠减后在 [0, Z ] 上积分，利用 
X n 和都满足边界条件(2.41)，就得到 

f 工 n >3 T w da ^ 工! it — 工 1»尤0 = 0_ 

J0 0 

由于故得特征函数系的正交性 


X n X m d ^ 由 ein (2.48) 

I Jo 


记 


ifjs^ sin 3 如, 

Jo 


由正交性 (2.48), 从 (2.47) 式可求得 


J。p (f) sia 


代入 (2.46) 式，就得到混合问题 (2.36)—(2.89) 的形式解为 

0 * 茸 血 N^£fiin 奴 if. (2.49) 

通过上面讨论,我们可以总结出分离变董法的要点如下： 

(1) 它的基础是迭加原理，因此只能适用于线性的定解问®. 

(2) 若边界条件不是齐次的，先选择满足边界条件的函数 

作未知函数变换 *7= u — r , 使 F 满足齐次边界条件，并列出 E 7 所 
满足的方程和初始条件.通常可选厂为0的一次或二次多项式， 
其系数一般是（的 函敢. 在选择 F 时如有可能最好使 U 也同时 
满足齐次方程，以使求解过程得到简化. 

(3) 在非齐次方程的情形，用齐次化原理化为齐次方程来 


求解. 
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⑷以形 如工 ㈤ y(0 的函数代入相应的齐次方程，结合齐 
次边界条件列出关于X的特征值问题和关于 T 的方 程； 先求解 
关于 Z 的特征値问题，求得其一切特征值及相应的特征函数;再 
相应地求解 T 的方裎，作级数 

(5) 由初始条件确定上述级数中的待定系数，得形式解. 

(6) 必要时进行级数的收敛性讨论，完成综合过程. 

这儿 ，一 个中心的环节是求解相应的特征值问题.为此要考察 

1) 特征值的存 在性； 

2) 特征函数系的正 交性； 

3 ) 特征函数系的完备性，即考察一定的困数类中的函数是赍 
可按特征函数系展开. 

对于上面讨论的•些特殊的特征值问题，利用数学分析课程 
中的知识可知,这些时题的回答是肯定的.对于一般情形,尤其是 
对变系数方程的情形(例如对非均匀杆的热传导 问题乂 采用分离 
交量法会引出变系数线性常微分(或偏微分)方程的特征值问题或 
称斯图姆-対维尔 （Sturm-Lionvme) 问题，这是数学物理方程中 
的一个专门研究的课题,在第五章中还将简述有关的结论， 


习 题 

1 - 用分离变量法求下列定解问题的形式解： 

鲁 ( i>0 , 0< a ?< cr ), 

_ 0=鲁(吒0=0 

wOj 0) ~f(x) (0<3P<OT). 

3 -用分离 变量法求解热传导方程的焜合问题 

- | = 旮 ㈣…) ， 

(V, (t><07<i)； 

wto, t)=Q C^>0). 


S3 柯西问 M 


43 


3. 诠度为！的均匀细杆，其周围及其两端^=1 〖均为绝热，初始温 
度分布力《卜，0 X 0)，求 PJ 后时刻的温度分布.且证明当/@)等于筲数 
叫时，恒有 u (% i ) =« o . 

4. 在[ X 城〖>0, 0< ff < Z 中求解如下的定解 问题： 

t u ( a ?, OWO )， 

其中 a ， 仄叫均为常数, /( W 为已知函数. 

5. 长度为 i 的均勻细杆的初始温度为零，^=0端保持常温如，莅; f=J 
端和侧面上，热暈可以发散到周围的介质中去，而介质的温度保持为零度.此 
时杆上的温度分布函数《0^ *) 满足下述定解问题 

，- Bit n J,2 a , 

^ u { 0 , 0=^ \^ + ^A =° 汍九 >0 均为常数)， 

- u(Xj 0) == G , 

试求出 wO , t 乂 


§3 柯西问题 

上节中我们以傅立叶级数力工具导出了热传导方程混合问题 
的解,类似地，本节中我们用傅立叶变换法求解热传导方程的柯西 
问题.关于傅立叶变换的概念及基本性质可参见附录二. 


3.1 热传导方程的柯西问题 

先考虑齐次热传导方裎的柯西问题 


f du 』 ㈣ 



L i = 0, u^=g^{os) 4 


记 i ) 等关于 * 的傅立叶变换为 

U t) =-F ^)], 


(3.1) 

(3.2) 


在 (3.1) 及 (3. 幻 式两边分别对 a 进行傅立叶变换，利用傅立 


叶变换的性质』得到 
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~- ha a X s u = o (3.3) 

及 > 

'i=O f (3.4) 

( 3 3) 及 (S .4) 是带参数 X 的常微分方程的柯西问题,其解为 

奴0 ~ P (^) e _ w 欠 

再求它的傅立叶逆变换就可得原柯西问题(3.1)、 （3.2) 的形式解 
为 

u ( x , 

利用傅立叶变换的性质，并注意到 J - 1 ]= 〆 < 就得 

(3.S) 

其中 * 丧汞卷积. 

函数的傅立叶逆变换为 

广 1 few ] — if ™ e -^. e^dX 
^?T J —w 

«~° ，Alf (cos 7^c-bi sin Xx)dX, 

由于 rsinXa ; 为 A 的奇函氣在 （_ qq ，°°) 上的积分为零，并注 
意到 <^*003^® 为久的偶函数，且 ’ 

V ^ 1 cosjS ^ dX ^ ( a >0 ) a 

就有 -~r ⑽ cosUd * 

1 — ^ 

D WS 6 40 ^ 

代入 (3.5), 就得到柯西问题 (3.1) 、 (3 . 2 )的形式解为 

° (3.6) 

对于非齐次热传导方程的柯西问題 

^ 8 u a d^u 、 

- ~di^ a (3.7) 

卜 0: u ^( p { x) t (3.8) 


§3 柯 ri 问题 
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1莢似于泯合问魎利 m 迭加煦 理及齐 次化原理来求得其形式解 
为 

1 f « 一 (j 一 ■?) 与 

咖卜 9 „ /~\ 4a，t 賊 

HZv i) '― ^=« 

若直接对 (3.D 的二端关于 ® 进行傅立叶变换，也同样可得解 
的表达式 (3.9). 

3.2 解的验证 

在上面的推导中，由于预先不知道 ii 是否满足进行傅立叶变 
换及有关运算的条件，所以得到的只是形式解.为证明形式解确 
实是问题的解,还得进行验证. 

我们着重对齐次方程的情形进行验证.我们要 证明： 在炉 0) 
连续且有界的条件下，由（ 3 .6)式所给出的0确是柯酉问题 
(3.1)、 (3. 2 )的解.公式( 3 . 6) 通常称为泊松 ( Poisson ) 公式，其右 

端的积分称为泊松积分. 

首先证明，当*>0时，积分 (3.6) 所表达的函数0满足 
方程 (3.1). 我们看到，如果视 S 为参量，积分号下的函数 

叫“)=丄營 (3 * 10) 

对变量七 a> 而言，当6>0时满足方程（3.1乂因此，我们只要证 
明』由 (3.6) 式给出的 w 对一切出现在方程 (3.1) 中的导数，在*>0 
时均可通过在 (3.6) 式的积分号下求导的方法来计算.由于 (3.6) 
式中的积分限是无穷的，为了保证求导在〗> 0 时能通过积分号, 
只须证明对任何 T 及 io ( T > f 0 > 0 ), 在积分号下求导后所得的积 
分在区域 T > t > d 上是一致收敛的.以对 ® 的一阶偏导数为例，由 

于 

犯 _ — (^―0 
^ ^一 4 a 3 ^ 1/a £ 3/a , 

并叚卜就有 
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这就说明了积分的一致收敛性.因此对 f >0 成立 

f)= tJS^^> i 沿 m 先 

即对6求导一次能通过积分号+同理可以证明在 i >0 时， （3.6) 
哭于^及#的其它各阶偏导数均能通过在积分号下求导而 得到. 
因此当（>0时由积分 (3.6) 所表达的函数0满足方程 (3-1), 
并且是无穷次可微的+ 

再证明，由 （3.6) 式所确定的函数满足初始条件 (3.2>. 
即证明对任 何;^ 当 <>0)—0, 0^, u ( x r i )-^ Oo ) .因此， 

要证明对任意给定的 s >0, —定可找到 S >0, 使当卜 -%|< S , 
0<£< S 时，成立 

\ u (^ 0-?>(a?o) I <e 4 
为此,在公式 (3. 6 ) 中令 S = 得到 

又由 (* e ~ c * di = s / ls 3 屮 (％) 可写成 


咖卜;私， 


因此 


w 0, 0 — 炉 （％) = Itp ( a ?+2« x / T £) — pGco)]f 

对于所给的 s >0. 取戊足够大』使 

去古，去仁 〆 ^< W . 


固定 '由炉0)的连续性,可找到5>0,使当卜 —< S ， 0< t<d 
时，成立 


lK»+2aVT0 —炉(％) I <音 卜 N < X < N ), 


@3 柯四问 JE 




H 此 

[uCaSj t) -q}(Xo) I <- 0 ~tp(^o) \e^ (M di 

卜學 p e _ f ，㈣ + 孕 「〆 

V ^ J - w 〜 / rr Ja ， 

< 音; ❿ 4if _w 

这样我们就证明了由泊松公式 (3.6) 所确定的函数 i ) 确实是 
柯西问题〔3+1)、（3.2)的解. 

此外，由 I 咖 | ，从 (3.11) 式可得 

卜 OM)K 冬厂 e~^dl=M, 

\/ 7 U J —™ 

即解 《 E >, 0具有和初值同样的有界性. 

对于非齐次方稈的情形，只要再假设/(% 0有界并适当光 
滑，也可以证明由 （3.9) 式表达的函数<% 确为问题（3.7)， 
(3.8) 的解. 


3.3 基本解 

在解的积分表达式 (3. 9 )中，我们看到函数 

1 0_ f) s 

U ( AUS , r) = —- r 4===e （f>r) (3.12) 

对于求解热传导方程的柯西问题 （35)、（3.8) 起着极重要的作 ffl. 
在解齐次热传导方程的柯西问题时，只要在上述函数 1 4 
中，令参数 t =0, 乘以所给的初始条件 7>Cf ), 再对 g 从一 oo 到 oo 积 
分,即得问题的解;而在解具有齐次初始条件 ♦卜0 的非齐次热 
传导方程的问题时 ，只要 将函数(7(% T) 乘以自由项 /(f,T), 

再关于 S 从一 00 到 00 积分，戋于 r 从0到 f 积分，就得到问题的 
解. 

函数 At T ) 在区域 { —00<^<00, 中（视 f 为参 
数）关于变量％ f 满足齐次热传导方程，我们称它为热传导方程 
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(3,1) 的基本解.：由 （3.1 2 ) 式， PO , T ) 可以看成是两个独立 

变量 (0 —6 (_动的函数： 

. . 1 ■ U 

t r / ™ j. /r — . \ t r f 一 产 _i _.\ 丄 _ 


U ( a) t r)^Ui ~ \ € TiW - T> f 

Ms/ sr^E —-r ； 


其中 


咏㈣〉 


冇时也称为热传导方程的基本解. 


(3*13) 


(3.14) 


3-4 例 

【例 H】 用傅立叶变换法求解下列柯西问题 


S^il 3 d 2 u n 

--— CL -- = y 

dt s i)^ ， 


(3.15) 


^°r u ^< p (< Xi) f Ut = ip « (3.16) 

解记 

砂)， 少 O)]. 

将方程 (3.15) 及初始条件 (S+ie) 两端羌于 aj 进行傅立叶变换，可 
得 . 

* dt ^ 

由二阶常微分方程柯西问題的求解公式，得 

m ( 九， i)=^ cos aAi+ 

aX 

0+^a(^ o. 

由傅立叶变换的性质(见附录二)，有 

F \ U±{^> f O & t ) =${ X ) 0 Q 8 0 r\t 


*a .符西跔嫌 




— ( aj + ai )] 


A 


^ j ^-~ [^( flf —( a ?+«#)] ^ 


所以 

同理 


1 

叫 (£^ i) =-^{jp (x—at) 4 -^(^ 


#)] =w a (Aj t) ^=tp(?C) 


sluaAi 


uX 


4 >W 


^iaxt 一 g-toAf 


2 aU 


2^*^^0 十 W ) _ 中(仿一 d )] 


2a 

■F 


F 


r«+ctt 


.-—DO 」 


1 i * a +< j * 

— //> tf ) ^ 

<£H Ja-nt 


所以 


i p 十 W 


因此,柯西问题 (3 .T6) 、 （3 .le) 的解为 

u ( co f 0 

1 

[<p(ic — at) -h( cp+ a0] 


2 


士 L ， 帆 


(3.17) 


这就是著名的达朗贝尔公式，在第三章中我们还将 
用一个更简单的方法导得它. 

由此可以看到傅立叶变换法不仅可用于求解一维热传导方程 
的柯西问题，迅适用于求解其它类型的线性偏微分方程的柯西问 
题以及其它定解问题.其求解步 骤为： 

(1) 将方程两边关于部分自变数进行傅立叶变换，导出未知 
函数《的傅立叶变换^所满足的方程及初始条件（一般化为常微 
分方程的初值问题)， 

(2) 求解&所满足的常微分方程的初值问题，得出 G 的表达 
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式. 

(3) 用傅立叶逆变换公式求出《的表达式.这是用傅立叶变 
换法来求解时较困难的步骤，一般要利用傳立叶变换的性质或直 
接査傅立叶变换表及逆变换表而得. 


习 题 

1求解热传导方程( 3 .1)的柯西问題，已知 
(2) «| (=0 =^+1. 

2. 求半无界直线上热传导方程下述问題的解： 

^备^会 ㈣， 

1 = 0: u=x 2 0r>0 )， 

^ 3?— 0- w 0. 

3. 用傅立叶变换法求解下述定解问题 ： 

8^u , & 2 u A , 、八、 

*^ + ¥ =0 (y>0 ), 

■ y = o . u ^= f ( x) f 

limwC^ p)=Q — 

§ 4 极值原理•解的唯一性和稳定性 


4.1 极值原理. 

极值原理是描述扩散、传导等现象的热侍导方程的一个重要 
特性.以热传导过程为例』如果物体的边界温度及其初始温度分 


布都不超过某个值及，而且物体内部没有热源，则在这物体的内 
部就不可能达到大 于尨的 温度.和这个事实相对应，我们对齐次 


热传导方程 
证明下述的 


du a e^u 
百 


= 0 


(4.1) 


定理 4.1 (有界区域上的极值原理）设丑为矩形区域 
{ a < ar <^ 其两个侧边及35 =戌及底 

边 = 所组成的边界曲线记 为尸设 i ) 在月上 


H 极傖 原理- 解的唯一性和稳定性 St 


连续，在 iAr & cmc 氏上满足热传导方程(4.1)，则它 


在 r 上取到其在丑 h 的最大值和最小值.换言之， 

max u(x 3 i) =max t) ， (4.2) 

r r 

min u(q) } i) = min u{x } i) t (4.3) 

ji r 


证明因为只要将社换成最小值情形可化成最丈值情形 
来进行讨论，下面我们仅对最大值情形进行证明. 

用反证法*以见表示函数《0, 0在及上的最太值，以饥表 
示函数0在尸上的最大值.如定理不真，则见>饥，因此在 
丑内一定存在着一点(疋％ O o<r<r), 使函数 

0在该点取值 O - 此时由函数达极值的必要条件 


知成立 

■^(33' i*)^=Oj 

因此， （普-一眷知'。》 0 * 

若 Jf 我们将设法构造辅助函数使函数 s 0= u { x f I ) 

+〆$)满足下述条件： 

(i) 在別 r 0<怎<及 o<«n 上处处成立 


f - 令 0 


(4.4) 


( ii ) T 不在 r 上达最大值. 

如果这样的 kw 存在，由 ao , 不妨设 ® 在点«(«<^ 
<氏 0<^<r) 上达最大值，则如上讨论可得 

(督 ( 4 , 5 ) 

这就与 (4.4) 式发生矛盾.由此即可说明原假设尨>怖不能成 
立. 

于是，定理的证明归结为构造满足条件 G) 及⑴）的辅助函数 
g ( x ) t 注意到 w 满足齐次热传导方程， （4.4) 式相当于要求在 
*<泠时成立现特别取 
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4 Q 8 - a . y 、 

它显然满足条件 ( i ); 且此时 

v{pa* } t*) = M a 

而在 r 上 


O—O a . 


因此这样作出的 u 也同时满足条件 ( ii ), 定理得证. 

锥论 4.1 (顺序原理）若函数 《{>,() 及0在丨上连 

续，在 R \ r 上满足齐次热传导方程，且 v \ r < u \ rt 则在及上恒成 

立 


证明圮 ' W^U — V , 由迭加原理， w (*. 0满足齐次热传导方 
程，且 Mjnw >0+ 由定理 4.1, 在丑上 即 u ^ v , 

对于无界区域上热传导方程的解,我们有类似的极值原理. 
定理 4.2 〔无界区域上的极值原理）函数 w ( o ?, 0在区域 
0< t < T 上有界连续，在时满足齐次热传导方程 （4.1), 
则成立 


sup u {< s t t ) 一 sup u ( a >, 0) ( 

0 <f <T 

(4.6) 

inf u ( a> f 0 = inf u ( so , 0) 

—w<n?<co 


证明只须证明 (4. e ) 式.记 


oSS w(iPj ^ 



[Ja <®<W 


讯 = sup u(a； t 0). 

设 if >771, 用反证法.令 


v^u^e(2aH-\-a> 9 ) t ( 4 . 8 ) 

其中 s >0 为任意常数，则$具有下列性质 * 

( ii ) 0) — 3® 3 < w (®, 0)< m , 


H 极值原理-解的唯一 tt 扣稳定仕 


sa 


(lii) 当办 1 一 _ 他 时， • 

S 

v(a?j f) =«(ajj t) — 8 + 5 S 3 ) <,Mr- 

■、- _ _ _ 

记 0< t < T } 3 

并记为汉的两侧边及底边所组成的边界曲线.甶上述， 

max v(a?j f) 

因此由定理么1,成立 

max 匀 (a?, f) 

甴 s 的任意性，就有 

sup <y(®j 
o<^<r 

于是， 

u(cr t 0 i) + s (2o a M-^ a ) -<m + g(2a 3 f+a) s ) t 

令 ^0, 就有 

aup 

o<f<r 
— **<■*<'« 

从而与假设 if > m 矛盾，定理证毕+ 

43解的唯_性及稳定性 

利用上面的极值原理,我们立刻可得到下述的 
定琿 4.3 热传导方程的混合问题 

d^u » dhL j./ ,> 

« 卜 0: u^<p(x) t (4.9) 

X^= OC. li — }l±(jt) t 

在区域 i ? 仏 OS 蚌上的解是唯一的，而且连续地依赖于所 
给的初始条件和边界条件. 

证明任取在区域上考虑问 
鼯. 

假设问题有两个解％及^^则它们的差—叱，在区域 
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叫 上满足齐次方程 (4.1), 而在 r 上为亨.由定理4.\就得到 
在 i? 上 1^0,即 


其次,如果混合问题的两个解 吻 和处在 r 上满足 

\ u 1 - u 2 \< s t 

则同理得到在 iJ 上也成立 


由于的任意性/这就证明了混合问题解的唯一性及稳定 

性. 

定理柯西问题 * 


du a 
瓦 ~ d ^ 

I 11 =tp ( a ;) 




(4.10) 


在冇界函数类中的解是唯一的，而且连续依赖于所给的初始条件 _ 

证明此定理的证明方法与定理 4.3 的证明完全类似，请读 
者自行完成. 


从定理 4.4 的证明过程易见，解 i) 在整个区域^>0, 

- ooCbCoo 上的有界性假设可以用如下较弱的假设来代替，仍輯 
使热传导方裎柯西问题的解的唯一性及稳卑挂成卒.这个廣件焉/ 1 
对于任何 T >0, 存在一个仅与 r 有罕的正常數 j ^( r 乂接在区域 

- 上成立 v 1 * 

KM)|< 渾)， C4.ll) 

通过更加细致的讨论，还可以证明< 只要來任何 r>0, 存在 
仅与 r 有关的正常数龙=龙 (y) 及 of=of(r)， 埤在区域0<；<^ 

— 00<$<00上成立 


l w (*> (4.12) 

则柯西巧题 (4.10) 的解0就是唯一的 V ， ■ 

另丄方面，对于任何8>0,吉洪诺夫 ( TfiJOHOD ) 曾经作出过方 
程 (4.1) 的一个不恒等于零的解站(％ 其初值 为零， 而当 

co 时,^ 巧卜 (％ 0(^->0,这说明在热传导方程柯西问題解的 

唯一性证明中，必须对解 ti 在® 趋于无穷肘的增长性加以—定的 


se 玄维热传守方袒 


n 


限制, Ifflitf 解所在的函赛:类的上述®制 (4.12) —般说来是必要的. 

必敏指出，在应用中，上述这些限制条件通常是能够得到满足的， 

■ ■. 


习 m 


1•若 (00) 的解 M 的绝对值在矩形月的侧边 x = <x 

芨上不超 MB (>0 乂在底边 t =0 上不超过 M (>0), 证刖此时 t * 在矩 
形 i £ 内满足不等式 

[ u ( jx } ^)| J 5 s°*) t 

并由此推出上述筒合问 M 解的难一性和稳定性. 

—— 2. 荆用证明热传导方程极值原理的方法，证明满足调和方稈■中 | 
0的 函数 在任树有界闭 E 域上的最大值不会超过它在境界上的最大値. 


3,若《在石{«<0^私 o < t 气 n 上连续，在上焚于 t 一阶连续可 
导，关于5二軒连续可导，且成立 


at * 


-0? 


3\ 


dt ^ x 2 

w | r <0， 


<0, 


其中 r 为月的边界 曲线: { i = a 及冰 0<« r } 茨乜= 0, C *< KJ 9}, 试 
证明在及上恒成立 


§ 5 高维热传导方程 

在前面 g § 2~4中， 对一 维热传导方程的柯面问题与混合问 
题，我们已经比较详細地讨论了它们的求解方法与解的性质.现 
在我们指出，对于高维的热传导方程,甩以采埤耜一维热传导方程 
类似的方法加以处理,其解的性质也与一维情形类似. 

例对二维及3维齐次热传导方程的柯西问墀 、- 

J -0 T 0 1尿+罗尸， 队 1 ) 

■ ^ — 0. 1 tL =( p { Q) i (5*2) 

及 

■ { du dM 」 dh 丄 0% \ A /k 勺、 

.瓦 i (6 . S) 

gr , jr ), (6.4) 
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同样可采用傅立叶变换法，类似地得到其解的表达式分别为 ： 
y, - v) « 4fllf 处卸 （5•&) 
及 一 

办 H * 卜 Sa 6 (lty^ po ( 在 , 0 

Xe ^ 1 * dr]d^ f (5,6) 

它们仍称为泊松公式.由此再利用齐次化原理也可得到非齐次热 
传辱方程的柯西问題的解的表迖式. 

设为二维空间中的一个有界区域，其边界为 r , 在柱形区 
域 Q~Sx[O f r ] 上考虑二维齐次热传导方程 (5,1) 的解 w =»^ c ^ 
V, *). 设《在0上连续，在区域 Gx (0, T ] 上满足方程 (5.1), 则 
同样成立着极值原理 t «在0上的最大1最小值一定在其侧边界 
2 - r x to , r ] 及底面 S x {卜 0} 上迖到.在无界区域(％的€疋, 
0<t<T 的情形，对于有界解也同样成立着与一维情形类似的极 
值原理，即奴的最大、最小值一 定在初始时刻达到.利用这 

极值原理同样可以证明带第一类边界条件 

tijr-vfi*?, p, t) (6.7) 

及初始条件 

<— 0 . u^q>(x t p) t (p> t y)^：0 ( 6 . 8 ) 

的混合问隳的解的唯一性及稳定性，以及枸西间鹿的有界解的唯 
一性及稳 定性. 在三维的情形，情况是完全类似的. 

方程 (6.1) 带齐次边界条件 


tt | 0 (6.9) 

及初始条件 (5.8) 的混合问题也同样可以利用分离变置法求解■此 
时,首先将变童 f 及变童0分离，即令 


就化为求解 


(6.10) 

及 

V^U w ^W-0 t Ulr -0 

(5.11) 


(6.15) 
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其中 （5.11) 是一个 拉蒈拉 斯方程的特征值问題（即要求\使 
(6.11) 存在非平凡解如果区域具有特殊的形状, 
例如为矩形或斷域等等它述岢以用分离变量法来继续求解，从 
而可最终得到原混合问題的形式级数解. 

总之,对热传导方程来说,高维情形和一维情形没有本质上的 
K 别，这和下一章所讲的波动方程是很不相同的. 

习 睡 

1- 用傅立叶变換法求解三维热传导方稈的柯埤问邂' 

， ' f &u J 3 /^u ^ 1 

, 百 - a :: . 

. i =?0: u =< p <^>, ss) r 

2. 导出下列热传导方程柯酉问题癣的表达式 

8 u \{ , & i u \ 

< 

n - h 

t = 0: w = p (^, V ) ^(^)/?*(^. 

i-1 

3. 解混合问题 ' 

(奋 + 佘）於的， 

t^G ; .^A CA 为常数)， 

, af =0* U = 0, - 

■ t 

x=a ： 4 ^ = 0 , 

y =0； (^=<1/ 

■ y—^i 
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在这一章中我们将介绍一类典型的双曲型方程-一波动方 
程，它可用来措#释性体的振动、声波、电磁波等波动的传播.我 
们将讨 论&类 4程的初值问■及混合问题的适定性.对初值问题 
可以给出其解的表达式.対混合问题则利用能量方法证明其解的 
唯一性和对已给资料的连续依 赖性; 特别在一维的情况，述可用分 
离变量法来证明其解的存在性并给出苒级数表达式.对波动方程 
的解的性质及其物理意义也进行了讨论.由于不冋维数的波动方 
程之间有很大的私同，在前 S 节中研究一维波动方程——弦振动 
方程,而在后4节中则讨论髙维波动方程. 

: - 1 . 

§1弦振动方程及其定解条件 

1 I 

1-1 弦搌动方程的导出 

考察一根张紧着的均匀弦,设其平衡位置为 ® 轴>并设弦在其 
平衡位置附近作微小横振动，这儿，所谓弦是指一根可以自由弯 
曲的纤细的线，而一根张紧着的弦的横振动是指其振动发生在一 
个平面内,且弦上各点的位移和弦的平衡位置垂直.以《=<〜 *) 
表示弦上一点①在^时刻离开平衡位置的位移，而振动就发生在 

(~«)平面内.由于只限于考察微小的横振动，即设 | 很小，因 

此,在讨论过程中，的高阶项 可以忽略不计 .于是原先长度为 

鈿的一段弦，在振动中的长从而,在所考 

虑的精度范围内，在振动过程中任一段弦的长度均保持不变， 




II 弦_ 动方程及其定解条件 % 

我们知道，在张紧着时弦上的每一與都突到阵伟風: 
ts 不抵抗 # m ， 在点$的张力嘉由手拉伸 ，茂 0W 生 I d 此， 

它必沿着弦在此点酷切线方亂必輞注意，‘务是一个内力，弦在 
仟一 内点; 》处的张力是指弦在此点的_ (璋右侧）部分对右侧 
(或左侧)部分的拉力.由作 m 和作甩定律，这严个力本小相等 - 
方向相反- '我们可以必及 * 的正 值®* ») 秦鲮示 af 鐵（存 

点⑦处的张力大小，设弦在平衡位置时各点的张力常数)/ • 
它和弦的质地及张紧的程 
度有关.由于在微小横振 
动过程中任一段弦的长度 
改变可以忽略不计，根据 
虎克 (Hooke) 定律，弦上 
各点张力的大小不随时间 
而改变，始终近似地保_ 

持为常数％.因此，可设‘ 

TO , tx 

现在来推导弦的位移 

私0, 0所满足的偏微分 … 

方程.为此任意截取一段弦，[知，叫],并沿着切方向考察其上如受 

力情况. ' 

在点％处的张力（即在而右端的弦对此段弦的拉力）祖方 



向的投影为(参见图 3.i) 


T c sin 0 空 


dx ' ^* ^ ' 


〜 1 ㈣ 


t 0 ty t 


其中心为此点弦的切线的傾角;类似地，在点 负趣铀 张力在 * 方/ 
向的投影妒一: r 0 _^ (% ，o. 于是 〗 若设#对： i 次连续可氣^ 
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段弦上张力的合*在從方向的影为 fc : 

( 1 . 1 ) 

设佾《方向作用在弦上的&力的线密度为则此段 
弦所受 A 外力为 

P F(x, t)d^ ( 1 . 2 ) 

此外，此段弦在振动过程中所受的惯性力为 

一]*« (% 如诹， ( U ) 

其中 P 为弦的輯密度. 1 

这样，根摒达朗贝尔原翹，就得到 " 

再由于[%, ⑹的任 意性,就得到 

fjj 3^tc I x ， 

O =0 ， 、 

于是，若令 ^ 

夺他 0 = — ^― > (1 . & ) 

就得到 

这里 /(», 0表示时刻 f 在点 m 处单位质量弦所受的 外々. 

方程 (1.6) 就是在外力作用下弦的位移《(〜0所满足的偏微 
分方程，在弦不受外力作用时(此时’三 0 )，方程彳 1 . 6 )变为 

g 8^n _ ft /"I 7 、 

，一 a 研 0 ， （ 17) 

它是弦的自由振动方程，通称为弦拫动方租或一維波动方租*面 
(1.6) 是弦的强 迫振等 方程，终为非齐次弦振动方程或非齐次一維 
波动方程. 
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12 弦振动方程的定解条件 

' 从物理上考處，为了确定弦的振动过程，只有方程 （1.6) 或 
(1.7) 是木够的，还必须指定在初辩时刻弦的位移《与弦的速度 
叫, 即初始条件，以及弦在 M 个# 点(设为*=0及的性态，即 
边界条件. : 1 ? 

设初始时刻为那么初始条件应取如下 形式： 

::、和热传导方程 的情况 类似，此时边界条件可以有如下几种不 
同的形式. 

如杲弦的两端是固定的，那么相应的边界条件应为 ^ 

拓 .= 0 及 ar^= J: (1*9) 

这种类型的边界条件称为第一类边界条忤或狄利克脅边界条件， 
如果弦的端点是自由的，即弦在端点不费垂直方向的外办作 
用,此时在端点处的张力在《方，向的分量。为零,舞 K 应的边界条件 

应为_ .:… '■ 

^ A3 =0 及 33 = (. ^ (1.10) 

这种类型的.边界条件称为第孚类边界条什 或譁铲 曼边界 条忤* 

还，以考虑将弦的端点固定在弹性支承上的情况*设萍性支 
承鉍乎 M 位置为于是 w 在端羞的值表示此弹性支承在该点 
的伸，长，从而由虎克定律，支承的弹性力为其中常数为 
支承的弹性系数(或称择氏模董).这个支承的弹性力应与弦对支 
承的拉力即弦在端点的张力在功方向的分量相乎衡 • 例如在 a= 
0这一端，由于弦的张力在《方向的'分 H C 它表示$—0右端的弦 

对矣承约拉力)为 | 就得到 

^ ■ ■ 

其 中知为 $ = 0处弹性支承的弹性系数.因牝，在弹性支承情形 



h 


结 3 章波动方程 


的边界条件应为 


伺样，在处的弹性支承所相应的边界条件为 




yrr 


aX 


cm ) 


Cl *12) 


箕今内为一％常数 r 这种类型的边界条袢称为第立类边界备忤. 


• 当然 I 在兹故_点《户0,与处, ，也 可以有不同类型的边 
界条件.譬如，弦一端是固定的，弦的另一端是弹性支承的等等、 
此外，还每以考 麻稱® 的非齐次边界条件::； 

求方程 C 1.6) 或 (1. D 满足初始条件 （1.8) 与第一(或第二、三 
类边界条件拍解，这种定解问睡称为弦振动方程的第—〔或第二~ 
各)类混令本 e 边 简称为 M 合 问題. 

〃 现® 来讨 flfc —种振 端的情况.设弦极诠，而我们所荽考察的 
一部分弦离边界又振远，这样，须要经过一段相当长的时间麻边 
条件才能对这部分 择发: 生影响（这个事实在下节中將会锝到详 
细的 1说明乂因此,如果只在一段不太长的时间中关心 i 这一部分弦 
上的振动私兔:我柄就可以不 必考虑 边界的影响，而善无界 k 域 

i >0 f 上求弦振动方程 (1.6) 或 ( U ) 满足初始条件 

. :'■!■■■ - 、 

卜0:心 〆 ®)/ |=中0») C 1 -!®) 

的解 • 这个问魎称力初值问題或柯西问題. 

1 i - ■ 

I | - . i-h ■ ■ 

w ，习 睡 


1. 弹性细杆因某种外界原因而 r 生纵向振劫 ， m ^ 表承静 虫时浓 
处的点在时刻纟离开原来位置的 位移. 假设振动过稈服从土克定律，试证明 
U ( iS t 0满足方程 - 7 ■ 




' k ^ /力杆^密度，》为 s 氏填良 


洲 一 a 
dt 2 r 





J ss -眩振动方程的柯西问® % 

2在秆作纵 m 动时，假设 v a ) 端点同定: b ) _ 自由; o ) 埔点固蒙_弹 

性支举上试分那榦这3种情况写出所对应的边 界条兔 ： \ ^ 

1- 弹性细杆的一端 m 性地固定着，而男一亨如 ^讀) 与速 T 食埤正比的® 
力的怍麻 试写由 赴杆鲶法淨故‘勃舸满 ' 
4.' 邊弦的两《«| 齒定， 试写出在阻力与速度成笼比的奸质中弦的相小横 
振动所满足的混合问礙. .… ^ …& 

>设均匀而柔软的雖葶上端固定V 下瑞自 申,试写出薄芪于银專 fF 賴 
位置的撖小桷振动所溝足的混合问题* .. , 

0. 设具#錶头圆锥 彤状的 弹性杆的两 嶙崮结，穿在呀刻 给杆上的 
点叻初始纵向砬#4速度，使杆奂去静止疣毖 te 发生级搪劫、喪杆的 te 率力 
h f 庵半径夯别为丑、汽免 琴在振 动中木音横截面的游争:试 鲟出: 此杆的 
撤小纵振动所满足的晶舍商理. * ■ '- r " ' ^ ' >上_ • W :、’ 


§2弦振动方程的柯西问题 


di 二 K 


2.1 行波法 

考察自由鸾辑动方程 

d^u 




(2.1) 


由第一章我们知道，方程( 2 .1).的特征轉是两族直辱 r : 、： | 」 

iD — at ^ Ct , ^ / fj ■ ,.' , f ^-2) 

其中 b 恥为任意常数.取这两 族靖征 线寿新&坐标曲线，即作 . 

数变换 , . 、, V 

^*=*— atj n 〜 ■'-/，- <2 

方禅 (2-1) 立即变力只含 f 腎混身; 鵠务磕 掸孑述鈑*痦羲： 

叫， 0 - c { }■ ^ . y M ^ f)u 

将方程 (2.4) 先对？积分一次，再对^税分一次，容易看出其 

解的一般形式为 " 、 ： 

, F ($) -\-G(v). ‘ （ 2 .5) 

回到原来的变数 ® 岌乂 '昱如#到古程 (2 山的解钧一般辦琴 

■ ■! ■- 、十 ，'■- ，i I ! h J “ 

通解为 ^ ' 、 \ 

.. 1 '. . 4) ㈣灰 GjT#) 卡段 (讲 (2 •句 
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其中資戾吞为任意®单变苹的二阶连续可微困歎， 

. 由 (2.6) 式可见，自由弦振动方程 (2.1) 的解可以表示为形如 
尸 (® —说)与<?(由+相)的两个函数之和，方程(2.1)的琅如 
一相)或十 a *) 的解称为衧波.其中«0表示一个 
在初始时刻卜0时为议=，0)的波形，以速度 a >0 向右（即》袖 
疋向)传播,而波形保持不变,它称为右传旙波；而《_<?>+城)则 
表汞以速度 a 向左传播_波，称为左传播波.弦振动方程的逋解 
表达式 (2,6) 式说明，弦上的任意扰动总是以荇波的^式向左右两 
个方向传播出去，下面我妇可以看到，通过把方程 (2.1) 的解表示 
为向两个方向传播的行波之和，即表示为右传播谀和左传播波的 
迭如，可用来求一些定解问题的解.这个方法称为行皮法 * 


2.2 达朗贝尔公式 

现在用行波法来求解弦振动方程的柯西问题 


(* >0 , — °°<仿 <00 )， （ 2 , 7 ) 

^ (― 0. (- too < aj < oo ) # (2.8) 

Op 

为此,要适当选 ft 函數 f 及 A 使由 (2.6) 式给出的解满足初始条 
件 (2 j ) t 将 (16) 代入( 2 . 8 )，立卽可得 。 

' ’ F (必） +&(_ = «!, (2.9) 

-+ (2.10) 

将 (24) 式两堠关于* 求导 I 次得 

十以⑷- 〆 (>)♦ (2. tt ) 

由(2.10)、 （2.11) 面式解得 

尸'(®)=去《0)- 1 K ®))， 


a (®) 。+ > K ®)) • 

再★以上 南式关 于》积分一次就得到 ' r < 

t (2-找) 



is 孩垢动方程的剌齒问 M 
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G 沪(*0 + H <KS) 超+ Oa, (2.IS) 

其中 Oi 与办是 常数，由 （2.9), 应有 

Oi+Oa^O. ( 2 . 14) 

将 (112 乂 （2.13) 式代入 (2.6), 并注意到 (2.14), 就得到 

u ( x , t ) ( ip ( x - at ) -^-< p { x ^ rat )) + 去 D © 此 

(2.15) 


这个公式称为达朗 SI 舡公式. 

由前面的推导过程可以看出，如果柯西问题（2.7)、 （2.8) 有 
解，那么此解一定可以由达朗贝尔公式 (2.15) 给出，因此解一定是 
唯一的.反之，若炉 €0 S (H )， 那么容易直接验证由达 
朗贝尔公式 <2 .15) 给出的 《(») 确为柯西间题(2.7\ (18) 的 


解.这祥我们就得到如下的 

定理! 8.1 n»peO s (n) 1 ^€0 1 (It) f 那么柯西问题（2*7)、 
(2.8) 存在着唯一的解《(〜 t), 且此解由达朗贝尔公式 （2.15) 给 
出. 


如果初始资料 P 及少不满足定理 2.1 的条件，醬如说 
少 ea ° CH ), 那么由达朗贝尔公式给出的 #) 仍有意 
义.它不是柯西问题（17)、 （2.8) 在经典意义下的解，面可视为 
—种广义解. 

达 .3 依縝区间、决定区逋与彩响区域 

由达朗员尔公式 (2.15) 立即可以看出，柯西间题 t ： 2 . 1 ?)、 ( 2 .8) 
的解在上半平面*>0上点0,幻处的值 w (® J ) 由初始赉 1 料 
沪⑼ 及必⑻ fe ® 轴的这间迈+故]上的值所唯一确定，而 
与炉及 屮在该 区向外的值无关.这个匡间称为点的依賴区 
f « K 见圈3.2)，它棄过 O ，*) 点的两条特征线交截 ® 轴所得的区间. 

这样，对初始直线卜0上的一个区间[% <1,过点吻作特征 
线必~柯+初,过点作特征线 — 它们和区间[句，吻 i ] "* 
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起构成一个三角形区域（图 3.3), 在此医域中的任一点其 
依赖区间都包含在区间[%,跑]中，因此解在此三角形区域中的值 
完全 冉区间 [巧，上所绾的初始条件决定而与此区间外的初始 
条件无关.这个三角形区域就称 为芪间 的决定区域 .给 
定区问[%, ^上的初始条件，就可以在其决 定区域 中决定椹应的 


柯西问题的解. 


另一方面，给定$ 轴 上一点（吻，0)，初始资料炉及 屮在该点 

的值如有变动，将对解 
«(%幻在哪些点的值产生 
响呢？容易看到，它只对由 
此点(叫， 0) 向 L 增加的 本何 
发出的两条特 征绰所 围成的 
区域中的解癉产这: 
是 fi 为#个区域内任一点的 
依赖区间都包含 0) 
而在这个区域丼任一 点的槪 
赖区间都不每含(、 P 乂点 .. 由过（岣向 * 增加的方向作出坩 
两条特征线所围成的这个区域就称为点 (化 P ): 於影吻 S 域 G 6 風 



3.4). .这.说明在初始直线卜0上棊点处的扰动_ ，■悬以有限 
速度 fl 肉两侧传播的.扰动以有限津度（沿着特释钱>传播，-是双 
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曲型方稈的一个重要特点. 


2.4 例 

【例 H 】 现在用行波法来求解一端固定的半有界弦的自由 
振动 问题： 


' 祭 ■- /祭-0 ( i >0, (2.16) 

H jf = 0: u=^<p(js) } ^ (®) (2 , 17) 

_. 由= 0 . ( 2 . 18 ) 

、 ■ 9 

, 为了奉麟起问 & 我们衷以设想在《^0的左侧仍然有弦存 
在/只畢在振 动的过 稱中，这一点瓣终保持不动 • 谆样考虑 
的一个无界弦的'自由振动问題显然和原先所考虑的固定端点的半 
有界弦的肖由振动问题是等价的.现在的问题于是化为：如何将 
在 ®> o 上 b 给的初始数竭延拓为整个直线一 00 < a5 < 00 上的函 
数，使得用延拓后的函数作初值的柯西问题，其解在 _ a ^ o 处恒为 

零， 

设#(①)及取⑷是由9>(®)及屮⑻分别延拓¥得的函数入由 
迖朗贝尔公式，以巾 0) 及见 0) 为初值的柯西问趣的解为 


^7(^ t ) [备0+初)+耍0—(*0] 


-I 广 A+af 

+备 见(⑽. ⑽) 

' Jat-at 

因叫鼙使 UO : f ) 在 po 处恒为零，要求成立 


为此,只要将及 中(怎 )作奇延即令 




炉 (a?) 

— q >( — x ) (35<10)， 




4*(^) ( a ?> o )^ 

— ip (— as ) ( p < 0 ), 


( 2 . 20 ) 


( 2 . 21 ) 

、 




拥 




就可达到要求， 


于是> 将由 (2.20), (2.21) 定义的函数 0(®) 及妒 (®) 代入 
(2 ■ 19) 式，即得问题( 2 . iG) ~ (2.18) 的解为 


0 


1 


了 [ 炉 O +«*).+ gf(x^ai )2 

^LJ (e)dS ㈣ ). 

1 

jCsK®+d 〉 一 伊 (af 一 sc)] 


( 2 . 22 ) 


r *+«# 


2a 




由上述解的表迖式可见，在区域《>说上，边界条件 (2.18) 不 
起作用，解的表达式与柯西问邇的解的表达式相同.这是因为过 
原点的特征线方程为西此区域*>也是半直线的决 
定区域，解在该区域上的值由初始条件 (2.17) 所唯一确定.西在 
区域上，则必须考虑边界条件 (2.18) 的影响，而出现皮 
的反#现象. 


» §非齐次弦振动方程的柯西问匾 

现在考察非齐次弦振动方程的柯西问题 


dhi 

~W 

i — 0 : 


0 - oa < x < ca) t 

U ^ q >( x ), — = (- CO < ai < Oo ), 


(2.23) 

(2.24) 


利用迭加原理，这个问題可化为前面已考察过的齐次弦振动方程 
的柯西间籮 (2.7)1 (2.8) 以及下述非齐次弦振动方程的柯西问睡 
来分别 求解： 

一 ⑴〜0 (^>0, -oo<ap<co), (2.26) 

1 ^ = 0 ： w=0 ， 餐 一 Q ， (― oo<a ； <oo). (2.26) 

为了求解柯西问题（2.25)、 （2.26), 和热传导方程的情形类 




153 筱 K 约方涅的柯匹问翅 


09 


似，可利用齐次化原理化为求解相应的齐參方程的柯西问题，. 
定理 2.2( 齐次化原理）设是下述齐次弦振动 


方程的柯西问题的解 Or 为参数)： 



^ -a ^ „ 0 

■ 


(2,27) 

J rt 

vt 


(2.28) 

那么 



rt 

Jo 

(2.29) 


就是问题 (2. 25)、 （2*26) 的解，. 

证明由 （2.28), 有 

w («, t ； t ) ^ 0, 


h 0 (^/ 0^ 


所以 ■ 

» I 

U 磬(％—咖 （公. 30 ) 

L 0°， (2-81) 

= 而. （ 2 . 32 ) 

由 C 2.3 I ) 及 (2*32) 即得纟)满足非齐次弦振动方程 (2. S 5); 又 
til (2 J 9) 及 (2 ■ 30) ,昂见 w 满足齐次初始条件 (2.26). 定理证毕. 
由达朗贝尔公式知，柯西问題 (2.2 t )、（2.28) 的解为 

十去 C 二 ; 瓜桃 - ( 2 - 33) 

-丁是利用齐次化原理即得柯西问题(2.26)、 （2.26) 的解为 

1 ft fr - l - a ( t - T ) 

切 OM ) 鸪& 

J(Z JQ J ( t - a ( t - T ) 

—去 W 瓜 （2 . 34) 

Q 

其中 c ? 'ML r ) 平面上由过点 0, 0 向下作韵 商条特 征线与 f 轴 







笫二章 波动方 m 


所围的三角形区域(见图 3.5). 



习 題 

1* 设乂为^ t) 平商上由特征线所围成的平行四边形，《力自由 
弦振动方程的解,证明： 

2,在初始资料与 0( ff) 満足什么条件时，自由弦振动方程的解仅由 
农传播波组成？ 

. , .3 -荆用行波法;求觯弦振动方程的古尔萨 (GoursaO 问题 

ii H ， a 3 u M =0 (Q<t, —at<x<zat) t 

, iWL+oi-o^^CaF) C?C°) 

4. 录解 MT 半宥 I 弦的定解 问癍： 

f w tt — ^„^=0 ((>0^ sp>0) f 

' M{a； ; QX 这 MiO, 0')^4 r ( x) f 

、(0, *)«0. 

5. 求方程 

( t >0, x > l ) 

满足如下定龢条件的 解：： \ 

t=^0. u =^{< s) f t* 产竹 (a?) (af>0) # 

其中 k > l 为常氟且成立 PoCO)=tA(0). ■ 

6 . 求解下列柯茜问题： 





§3 弦振动方程的混合问题 


在本节中，我们将考察弦振动方程的如下混合 问题: 

lit *—=f (p>, t) (#>0, 
t = 0 : u=q>(p) f Ut~^j(po) 

4 - 

«= O t u =} ixQ) t 
- n >— l : u = / u - a (0* 


(3.1) 


和热传导方 @ 的混合问题类似，只要引入一个简单的未知函数变 
换/ 总甸以 化为齐次边界条件的情形.再利角迭咖廣拜及齐次化 I 
原可知 g 点应讨论齐次弦振动方程带非齐次初始 条件及 齐次' 
边界条件尚&下的浪合 问题： 

■ ? f Utt-a^-6 (t>O f 0<^<l) f (3.2) 

‘ 卜 0: u = q )( s }) / Ut =^ p ( iD ) ; (3. S ) 

京 co=li u^0 t (3.4) 


3,1 能量积分与解的 唯二性 

设 m 力混合问题 (3. 2 )〜 (3.4) 的解 ，，以峰 乘方程 （3 .幻 的两 
端，然后关于®从 G 到[积分得 , 

f 邮 tt 如一 (3.6) 

1° Jo . ；■;、：， 

注意到由边界条件 (3.4) 可得* , 

! ® = 0 及./=【：|从=0, 

对 (3. ㊉ 式左端第二项的稆分进行分部與分，.雄得到 




n 
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J 如-- U£ 狀 

将它代入 (3.5) 式，并注意到 

J : 咖 


可得 

^ 1 



1 聯 -0, 

(3.6) 

其中 





(3.7) 


可以证明,在时刻^弦的动能及势能分别为 


及 必， 

因此，（相 養& 个常数拜子 P ) 丑 0) 就表示在 （时刻 弦的动能与势 
能之和,即④^暈，通 舍称之 为能量枳分. （3.6) 式表明，对两墦固 
定的弦来奋，在没有外力作用的情况下，在振动过程中能 焉积分 
1(0 的值不随时间改变，它反映了弦在振动中能量保持守 &的规 
律 + 这样我们就得到 ■ 

走理 3,1，丧《_<^0臬弦振动方程混4问 a (3-2)~ 
(3.4) 的解，那么在振动过程中能量积分丑 0) 保持不变,即成立 

M{i) =^( 0 )-£[^(«) + 0 >^(»)]^ ( 3 . 8 ) 

虫定理 3.1 立即可得如卞的唯一性定理. 

定理 3.3 弦振动方程的混合问题 (3.1) 至多只有一个解. 

^ 证明因为混合问趣 (3.1) 是线性的定解问題,所以要证明其 

解的唯一性,只要怔明下面的齐次定解问題只有零解： 

v ft — a a u M =0; (3.9) 

- 4=^0 ； v = 0j 0^ (3.10) 

^ ®= 0及 v ^ 0 w J (3.11) 




S 3 弦振动方程的棍合问 题 


U 


由定理3 .1, 对任何均有 

U: (v?+aM) da? 綱 0. 

因 ® a >0, 由上式立即得到在整个区域^>0, 0<^<1 ±, 

Vf(®j *)=0 j 


所以 


0 言常数 • 

再注意到初始条件 (340), 立刻得到 

v ( p , t )^0. 


( 3 . 12 ) 

(3.13) 

、 j . 

(3.14) 


定理证毕. 

3 . 2 解的存在性 

理在我们利用分离变量法来证明混合问® (3.2) 〜 (3.4) 的解 
的存在性.这个方法是构造性的.它不仅能用来证明解的存在 
性,还能提供一种求解(或近似解)的方法， 

先求方程 (3.2) 的形如 

«(», t )^ X (^) T ( t ) (3.15) 

的解.将其代入 (3*2) 并分离变董得 


T " _ X ,} 

~^T 瞬 * X ~^ 


(3.16) 


这个筹式只有两边等于同一常数时才能成立，令此常数为于 
是得到 h 

r ，+; u a r ， o ， <347) 

X f, ^XX-0, (3.18) 

注意到边界条件 (3.4), Z 还应满足齐次边界条件： . 

J5T(^)-X(0 = 0 t ' (3.19) 

对常微分方樺的特征值问娌（3.18)、 (3.19), 由第二章§ 2 

知，其特征值为 

X**- 琴夺 —(卜 I 2 ,… )i (3.26) 

而其相应的特征函数为 1 
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X fc =sm^ ： a; …）. '(3 ； 2lj 

" 将由 (3.20) 式给出 : 的特桩值心代入关于 r 的方程 (3.17), 得 

T M +( 午)(卜1, 2广 .•乂 (3*22) 

s-' 

其通解为 

r ： T^t) tr^ sirt ^ t f 

"(3.23) 

:， .■. ' 

其中為 oJ ?* 为任意常数， J ' ■ 

这样，就得到方程 (3. 2 ) 满足齐次边界条件 (34) 的分剌分离 

变•的特解. 

-2;…) . ' : (3 *24) 

将它们迭加 J 卩得 ' 

^ 1 uix } £) =矣(儿 cos f + 5 S sin sin ^ ® . 

, 八 （3 屬 

现在我们要适当选择常数 A 及队 ( J==1 , 2 ,…)，使耐< 0 

满延初始条件( 3 •幻. '"'" 

、将(3.25)_*形3求导一次，得 .」 . . 、二 

聚满卑 初始条件@.$,由 ( 3 r 25) 及 〔 3 ■巧嗥_有 

ip ( jL ) ^ 矣 A^c sin ^ mV 彳" >(3-2 不) 




§3 弦振动方程的混合问题 


■75 


(3.28) 

■ I 、 

因此, 斗及札 宁 (^=1, A …）应该分别是？> 0) 及 W 的在 
[M] 上按特征函数系 {sm-y-^} 展开的傳文叶级数的系歎，即 

^=^-£ 祕 (3.29) 

! ^ f 、 攸 ) 、 〆 3 翊 

■ * 

■ r 

；■-, 将 ^2® 及 GS: 册)代入 （a.2fi), 就得封妍考察的混合时 fete 

形式解..V :、、 乂 ’ 

定理 3.3 设初始数据沪及沴满足 

^£<^10, i], i/r€O*[0, t} t (tt.Zl) 

沪 (0) ^^( l ) ~^ r (0) - 〆 ’(!） =中(0) -^(1)-0, (3.3 S ) 

那么弦振动方程的攆合问屬 (心 2 ) 〜 ( 3 .句的解存在 I . 

、证龌由上述务离变量法的求解取我灯只睪诬與由( 3 , 29 )、 
(00)所_走跖螽麵(3.2&)以 ik 级数表于>,赛项求导二沐后 
所得的级数是一豉杈敛的：^此 ▲ 知只 ite 明 

- .. . ,、..-' ( :上 

$护(|々十叫) <吒. ..(3,83) 

伹注意到奪件 （3.31) 及 （3. 3幻，利用附录一中的结果，: fe 即可得 
(3.33) 式,定理证毕. ' 

在实际问题中所提出的初始资料史及屮不一定 ‘能瀹 足定理 
3.3 中所要求的条件，此时级数 (3.25) 所给出的函数就不一定是 
经典意义卞的鲜.但在磕当的条件下， 采用 餐数^ .23) 作为混合 
问题 (3.2) 〜 (3.4) 的解,仍能潇足实 际应用 上的#要，此时称其为 
广 义解. 

下面我们结合弦振动的构理模®说明分离变量法的物理 f. 

义.级数 ( S.26) 中的每一项可写为如下的形式： ； 

_ . ■ . 

. U^ t t) = sin ^ ® 
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= 2,…)， 

其中为某个常数.弦“这种形态的振动称为驻皮，在其捩动 
过程中 ， L 幻始终 保特静止状态，而弦上的 
每点均以軺茼的圆频率， 

Jotsq 
叫=丁 

作简谐振动.这些圆 频率叫 0-1, 2 ，…） 称为弦振动的同有® 
»卒，而相应的驻波解描述固定埔点弦的相应的固有振动，由 
(3.26) 式，弦辑振 动觥是由这些國有振动的迭加而得的：象分离 
变量法所作的那样，将弦的振动表示为驻波的迭加的方法,有时也 
称为駐波法， 

弦所发出的声音,其音调由其振动頷率决定,而声音的强度则 
决定于振动的振禳.弦所能发出的最低音所相应的圆频率就是其 

最低固有圆频率/这个音称为弦的基音.其余晖频率是 

■■ P f ■ 

0^的整数倍的黄，称为泛音 .. 通常弦疼发出声音即由基音及泛音 
迭加而得,这和各离~变量法的求解律果 是符合 的* 

【例3.1】求解弦振动方程&混合 问题： 

: (0<«;<1, i >0), ■ (3.34) 

t ^ O * cosiPj 1 ^*= coaaj+cofl (3.35) 

_ 0 : (3.36) 

. (& = l z «=0. : 

解用分离变韋法.先求上述问题的形如 (3 •功)的解 •考虑 

到边界条件 (3 .邪),就寻致如7常微分方程的特征值问题: ■ 

rX ,, -^KX = O f ㈣ 7) 

ix '0)= x ®=0. (3.38) 

如同第二章§2中那样，不难证明』不是问题(3,37)、 (3.38) 

的特征值 4 当时，方程 (3.37) 的通解为 

^ = 6 obe 十仏 (3^89) 





63 坟橛动方程的溷合问緩 


rt 


由边界条件 ^(0) 匕0知再利用边界条件 X ( J )=0, 得 

COS \/ X 1 = 0, (3.40) 

于是问题 (3. 37)、 （3.38) 的特征值为 ? 

r( ^ 一 " — f>" ) PF "|3 

-厂一 J (必=1，2，…)| (3.41) 

而其相应的特征函歎为 * 

V — \ f — ， Ep — -I o _\ /o ^fo\ 


(必 2 j …）， 


(3.41) 


Jc ^^ r ] ?r 


a ? (卜 1, 1 …）. 


(3.42) 


将特征值代入 关于; r 的方程 (3.1T), 求解可得 

( A — sra 

2 ^ = 4008 ^~ — f + 札 sin 、 y — t 

( bl ， 2,…). 

这样,.将形如 (& 访)的解迭加起来就得到 

« / 9-)517« 


(3.43) 






k 〜 


■ (3.44) 

现在利用初始条件 (3.35) 来确定上式中的系数^^及及 t .显 
然,只餐取 

A 广 為=0 (在=2, 3,…) ， t ( B .45) 

由(3.44)给出的《(%#)就能满足 （3.36) 中的前一条件：将级数 
(3:44)对 * 形式求导一次，就有 


D0 | 

i) =» 


k — 2J 娜 


Is — " TT 1 ) 5 T 05 


sin 


+ 礼 


(卜 ih a A 


it , (3.46) 
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要使它满足(及._)中的后一条件，只要取 F ' 

4 M ，4, 5，。 (3.47) 
即可 * 由（ 3 .44)， 46) 及 (3 .耵）即得 ' 


u ( a>j t )^ coe^-icos 


OTT 


21 

21 


21 




t 008 


33 Ffl > 


Suva ~ 21 - 21 

a 2 t ■ 03 T(I j OTF /a 4 o\ 

9111 "2 T ' 008 队 48 ) 

不难直接验证,上式的确给出混合问题 (3.34) 〜(3,3 6 )的解， 


3.3 非齐次弦振动方程的混合问瓸 

对于非齐次弦搌动方程的混合问题 

0, 

f =0； w =0 j if * —0 j (3.49) 

37—0 及 = 奴= 0, 

同样可以利用齐次化原理化为齐次弦搌动方程的混合问题來求 


解. 

事实上1设《=^ (% 是下述齐次弦振动方程的混合冋题 


的解0为参 数): 


Wtt - a ^ w ^ O , 

.f—r ： w=0j WtO, t), 
^=0 及 a ?— J ： 

则可以和柯酉问题的情形一样地证明 


| 丨 

lt(sc f i) =| V)(^ f if) dir 


(3,50) 


(3.51) 


就是混合问题 ( S .49) 的解. 

混合问超 (3.50) 可用分离变量 裨来求解. 由前面的结果易知 


其形式解为 


w (% ti r ) - ( i ^ T)sm 


(3.62) 






其中 


( 3 弦振动方椁的浪合问 M 


it 


似七 ii ! 瓜⑽ (3 63) 

将 (3.52) 代入 (3.51)， 即得混合问题 (3.49) 的彤式解为 

仅0, S r^Wsin 半 （ i ~ T ) dr-sin 年①. (3.54) 

Jfc = IJ 0 ( t 

当然， 要使襁紅 (344) 式所给出的 *) 确定问题 (3/49) 的 
经典解,/0, 0应满足一定的条件.可以证明，若 /(A 且 

当及时 f ( x t t ) =0,那么级数 ( S .54) 的确给出混 合问题 
(3.49) 的经典解. 


习 m 

i. 两端固定的弦在阻尼介质中的微小横振动满足如下 方程： 

— a s iw+m^=0 , 

其中 a >0 是常数.证明其能量是减少的，并由此证明方程 

一 au t =^/(X 0 

具第一类边界条件的混合问题的解的唯一性. 

- 2,一长为 .1 的弦莫一端固定，另一端受到与速度成正比的阻尼的作用， 
此莳弦的横振动_足的边界条件为 

‘尸0,鲁+ |匕=0， 

其中«>0.试证明此时弦在作自由微小横振动时能置是减少的，并由此证_ 
弦振动方程 

在上述边界条件下的混合问题的解是唯一的. 

3. 设％ w 均是弦振动方程 " 

C 0< a 7<^ *>0^ 

的解,且 A 切满足如下的边界条件 

flf = 0 flf = ij t? ^ It? ~ 0j 

试证明 

4. 利用網 stta 分方法，证明热传导方程具集三类迈界条件 b 混合问 
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a ： — 0 ; — CTxli — Oj 

i3f —- 2« ttjj- s^ - — 1 

J—0 ; w 一妒 0*0 (0<a;<0 

的解的唯一性，其中 or 1; cr 3 均为正常数. 

5* 用分离变量法求下列问题的解. 

’ 叫一 (^*3 = 0 , 

<X> ^ i-Q. 叫二 : a?) ( 0 < 办 < 1 ), 

V 

jj—Q 及 a ?= J ： w =0 T 


( 2 ) 


， *~0； u = x a - 2 liCj u t —0 

.« U - o = w * U ^ = 0. 


(0< 方 <1 〉， 


6. 设苌为 Z 的弹黉其一端讀定，另一端在外力作用下作周期振动,此时 


定解问题归结为 


F 0 {0< x<lf i >0), 

， t*=0 ; i*=tf^ = 0 7 
L w | i F - o =0 ( p wl^-pjleiD oji . 


试求解此问题. 

7> 原长为卽的杆被作闬在两端的压力压缩后,其长度变为 2 K 1-0, 在 
时，把载荷卸去.取杆的中点力坐标原点试确定杆上点的位移 
0 , 

S . 对由分离变量法求得的混合问题的解（丄 25), 试用系蚁、及爲 (A 
2/…)来表示能童积分 ^ 

a 

9. 求下述混合问题的解： 

(0< x < l r *>0>> 

*•0: 0, 

免 anO 及 se ^ l * u =0•■ 


§4高维波动方程及其定解问题 

在前面几节中，我们结合弦振动的物理模型,讨论了一维波动 
方程一弦振动方程*类似地，我们也可以由弹性薄膜或三维弹 
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性体的振动导出二维或三维波动方程，此外，从声波或电磁波等 
谀动的传播，也可以导出三维谀动方程_ 这 里我们以声音的传播 
为树来导出三维波动方程. ^ 

为了导出声波所满足的方程，首先推导理想流体的动力学方 
程组.所谓理想流体，是指流体各部分之间的内摩擦（即粘性）和 
热交换都可忽略不计的情形_设 t ) = (%, %)是时刻（在 

点(巧，〜吻）处流体的速度向暈，0分别表示 
流体的压强与密度,并假设这些函数都是_续可微的. .. 

在流体所占据的空间中，任取一个体^ ^其边界记为 4在 S 
上的单位外法线向董记为吨). 

首先考察在任意时段《 中卩 内流体质量的变化.由质 
董守恒律，在这段时间中，在体积内流体质量的增加应 该等于 

(4.1) 


(4.2) 


(4.3) 


(4.4) 


(4.5) 


经过边界 沒从外 面流入反中的流体质量，易知前者为 

- p 匕）] 血 如却 

而后者应等于 

— | *^ pV f nd 8 dt , 

利用格林公式，它又可改写为 

-mdiv(pf?)cCa ? 成 

' Q 

因此，由质董守恒律,应有 

01 & + 咖 ㈣ 卜 卜 0 . 

G 

由于<?及 k k 的任意性』由此即得 


dt 


+div((t>W) *^0, 


它是描述质量守恒律的微分方程,通称为连缕性方程 V 

类似地考察在任意时段 6] 中0内流体动量的变化.由 
动量守恒律，在这段时间中， 在沒中 流体动量韵增加应该等于经 
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瑋边界 Sf 从外面流入 (？ 中的輯体所带涑的动.單和疗 中流体 所琴 
銼力在这二甿段中的冲量之和.爲知在时段1^ 6] 中 (？ 内流‘ 
动暈的第忑 3) 个分量的增加暈应为 ： 

■_ I ■ ■ ■ _ ' 

f |jj t ± )}doa 




(4,6) 


在时段 U 中经过边界汉、从外面流入 <? 卞釣动 暈的箏 
2 t 3) +分量为(利用格林公式） t 


—|^ jjpu t («*») dS di 

1 j ? r 

㈣ — J j|<Jiv (pvif ； )d» dt^ 




而在流体不矣外力作用的情况下，体积中的流体; t 受到周围流 
体对它的压力的作用，此压力的第 = H 3) 个分暈在此财 &■ 
Ui , M 中的冲量为(利用格林公式） 


. = ~ n\& dxdK 


(4.8) 


因此，由动量守恒律应有 

0 W [奋 ㈤ + d M 州)+聋]— J 

G , 

I - -1 

(彡2, S ). (^*^) 

再注意到及6的任意性，由此即得 

备 oo 十 aiv(p%r〉 + 奢 ~~ 0 2, (no) 

它是描述动暈守恒律的微4方程.再利用 i 续性方择( 4 : &)彳可雖 .- 
它化为如下的形式;… ' 





或 


§4為维波动方程及具定解问斟 


普十 


dp 


0 V 


P ⑽ 

( i=lj 2 j 3) 

+ &盖十知 ， =0 


(4.11) 


(4.13) 


它通称为欧拉方程. 

方程组 (4.5) 与 (442) 总共4个方程，却有5个未知函数 t ?, 
P 及凡在一般的情况下，还应考虑能量方裎及状态方程，以构成 
一个封闭的方程组.但在流体是均熵的假设下，由于压力少与密 
度 P 之间由一个状态方程 

P ^ P ( P ) C ^ W >0) (4*13) 

相联系，这里 5>( P ) 是 P 的一个已知鸢数，完全由气体的性质妍决 
定，我们可由(4.5)、 （4.12) 及 (4.13) 得到一个包含4个未知函数 
及4个方程的封闭方程组，称为流体动力学方程组，它是二个一 
阶拟线性方程组.现在考處小扰动（例如声音）在流体中的传播. 
所谓小扰动指的是一个和已知的静止状态(称为未干扰状态)：，％ 
= 0,相差很小的状态 P 及乳此时若记 

少=獅十 A (4+14) 

那么1叫及？，多均很小.这样,在流体动力学方程组( 4 .6)、 (4.12) 
中可以近似地忽略及其偏导数的二阶及二阶以上的 


项，从而得到 

卷 +Podiv 

(7 f 

(4.15) 


■^+― grad ^-0. 

PC po 

(4. i 6) 


又由 (4.13) 并注意到仰 l ( Po ), 对于小扰动近似地有 

p^p f (po)p, ( m ) 

将其代入 (4.15) 即得 

丄蔡 W div r = o * (4.18) 

Pq at 
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从( 4 .18)与 (4.16) 中消去未知函数 A 栽得到氐力狁动？所满足 
的徵分方程为 

^-~ a a Ap =0, (4‘1呤 

其中心表示声細传播 速度. 

由罗 =i>o+A 压力 p 也满足同样的方程. 

另外，对 (4.16) 式关手 f 积分一次，有 


v{p& t £)^v(x t 0) — -^- grad p dt t (4.20) 


因此，.若初始速度场 o ) 是有势的』即存在函数沪0)使 


v ( fc J 0) ti 0 (a;), (4.2j) 

那么在此之后的速度场总是有势的，即存在函数0使 

I 

v ( x f t ) =grad u ( x t t ). (4,22) 

事实上，由 (4. 犯)与 (4,21) 知，此时速度势 w 可取为 

1 P 〜 

- 

Po Jo 


从而得到 

~ P »-5 T - 

将 (4.22) 与 ( 4 . 23 ) 代入 (4.18) 式,即得 


(4.23) 


I — ^ 血― 0 , ( 4 . 24 ) 

因此，对小扰动来说,其座力2>与速度势《满足同样的徵分方 
程 (119) 或 (4.24), 称为三维波 动方程 • 显然，由 （4.17), 在小扰 

动的情况, 密度 P 及？ 也博足三维波动方程., 

对三维波动方程，类似于一维的情形，可以提以下的定解问 


题. 

若在整个空间月 3 中考察波动方程( 4 . 24 ),就可以提出柯西问 

题： 求方程满足如下初始条件 

^ = 0 ； u=^>(io)j Ufh.Csxi) ( 4 . 25 ) 


的解. 




M 宽维技动力荇及丼定解问题 


« 


如果限制在一个有羿区域 o 內考虑问题，那么要确定泱动方 
程的解^除了在 G 上要给定初始条件外，还应在 D 的边界 r 上给 
出适当钿边界条件,这就得到一个馄合初-也值间边界条件通 
常有以下三种提法： ' 

第一类边界奈忤或称狄利克雷条汁： 

' (4.26) 

第二类边界条件或 称毕伊 量条锋 

Si， （ 4 -奶 

第三类边界 奈怦： : 

' (尝+⑽) L = °/ ■ (4 . 28 ) 

其中00是已知的常数，而《是 r 上的单位外^线向量.也可 
以考虑相应的非齐次边界条件，此时 (4.26), (4.备）或(4.28)辟 
右端是 t 的已知函数. 

这里说明一下第二类边界条件 （4.27) 在流体力学中昀意义， 
如果区域的边界厶晕一个不能渗遨的坚面，那么流体貞能沿迠 
界 r 滑动，而在了法线方向的速度分 M 应等于零，即成立 

COS(n, +V 2 008(% 叱 )+% 00S(«J ^ a ) | r = 0, 

出速度势的定义 (4.22) 式,上式就给出第二类边界条件 (4.2t)/ 

习 题 

1* 设边界固定的弹性薄胰在来被扰动的状态下是一个¥而膜，并设膜 
上的张力 T 的大小与时间 f 和点的位置无关， 试证 明薄膜的白由 
微小横振动的位移 K 0满足如下的混合问题： 

0^0, (ar, y> £i3), 

J t = 0 : y ) 7 = y) t 

uj 71=0^ - 

其中尸是 O 的适界，« 3 =^； P 是薄膜的面密度. 

P 

3- 在前题中，若将边界固定的要求分别改为 
a) 设薄嫫的边界是自由的； 



« 
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b) 设薄膜的边界固定在弹性支承上. 

那么相应的边界条件应该怎样提法？ 

3* 在第1题中，设0的边界 r 由两部分 A 及！％组成，在 Pi 上薄臊 
固定，在1%上薄腆受到一个与其振动速度光小成正比（比常数为的 

阻尼的作用，列出相应的迈界条件. 

- — ■■ ■_ 

§5高维波动方程的柯西问题 

在这一 节中，我们将首先讨论二 -及三 龜波动方程的柯西问 

題： 

{ %— Oj (5.1) 

0- tf — Ut ^\ p ( s；) t (6,2) 

« pAtt 

其中洳。 JH ， 而炉 2 或 8. 在求得了它 
的解后， 再利用 齐次化原理来求解相应的非波动方程的_ 

问題琴 


5.1 球平均法 

先讨论三维波动方程 (6.1), 即 n =3 的 情況. 

对任一■函数 AO ), 我们作其在以点《=(%,化 咚) 为心夕为 
半径的球面上的平均值 

^ U < 6 * 8 ) 

其中& 表示球面 [ y -»|- r 上的而积单元. 

记女 一 必 +nx, 其中 a= ( 勿，今，你)，而上式可 

写为 

. r) j*[ A(se+ra)da>j (6.4) 

U*l，l 

p ^ dco 为单位球面的面积单元. 

若 A 是连续函数，易见 / 

札 (》, ❶) — A (®)* (®*®) 

球平均函数见 〆 ％ 6本来只对有意义，但 (5.4) 式的右 





S 5 髙绝波动方程的柯西问题 於 


樹对一切实数 r 都有意义，因此可利用它将 r ) 的定义范围 
延拓到易知，在如此延拓后， M h ( x f r ). 是 fT 的偶函数. 

下面我们焊设 Aeo 3 , / 由 （5.4) 易见对所有的仿及5%也苻 
r ) GO \ 

引理 0.1 设则其球平均函数0作为$及 r 的 
函数满足方程 

(K w ) M ^ T ) ^ (5 . 6) 

(其中 4"= 与初始条件 

r=0, M^K^ t ~|r 氧口 0. (5-7) 

证明将 (5.4) 式两端关于 r 求导一次，得 


d _ 

dr 


札矿） j* 系、 (aj+roOoitSto. (5,8) 


i « i=i 


将上式右端的积分进行改写』并利用格林公式可得 


r )= 4^? 


|j J2 、 (a ： +2 〉内册 ■ 


4~5- jj 似 (®+2) 


\x\<r 


4^ r 3 


A & (Jj k(^z) dzj 


l » i^r 


士 Hv ) dy ) 

if h _) 




=-^ ^ p ) df ^ 

~ 告 p )‘. 

将上式两端乘以 r a 后再关宁 r 求导一次,就得到 


(5.9) 




SI 
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— ( r *^r r) t (5.10) 

由此 立即叮 得方程 (16). - ' 

初始条件(匕 D 中的第一式即为汰 .5); 再在 (S.8) 中令 r- 0, 
就得到 (6. 中的第二式.引理证毕. ’ 

现设 i) 是柯西问题（5.1)、 ( 5 / 2 ) 的解，并对它关于 a 作 
球平均函数 

M h (cc ? r, i) 0 w(a?+raj O^j (5,11) 

l«| =1 

我们有 t f 

引理 5.J 2 设是问题(心 iX、（5.2) 的解，那么其球平均 
函数 KW, 0作为 r 及 if 的函数满足方程 

与初始条件 

卜込馬 ( 洛 ， A h r). (m) 

证明由 （5.11) 与 (5.1) 有 



再利用引理 6，1 中的 (5.6) 式，即得方糎 (H 2). 由函数 wO, 0 
满足的初始条件访*幻,茸即得到迈.找).引理证毕- 

初值问题(匕拉)、 (5 •: U) 是容易求解的.事实上，方程(5二 2 ) 
可改写为如下一维波动方程的形式： 

g 9 (A) _ a (5.15) 

sas^ a；* 2 . J f 


再由于 (5.13L 其相应的初始条件为 




离维波动方桎的柯西问超 




「 包皆 hM> r r ). ( BAG ) 

由达朗 W 尔会式，立部有 


TM u ( iA / t f ij 


含 f(r+ 奶 )0, r+ni) 

+ {t—ai)M^{x t r—at)} 


^ i 

由于 1,(6 o 及 ^40, 0 是 f 的偁函数，由上式可得 

\ 

M v (w t t) [ (dt-hr)M p {i> } af+r) 

— at — r)J 

+ 士 r ㈣ 办谈 ■ (5 * i7) 

Aar j < it-r 

在上式中令 r ^ O , 利用 ¥ 均值定理并注意到 球乎均 函数的性质 
(6.5)，就得到 


at')2^tM^(^j at) 

，臺 (▲ U 心) 吨） 


I y — ,-t I -=±Jli 


4 ^raH 


jj 4(P) 犯 v . 

H =ai' 


(5/18) 


这就是柯西问题 (6.1)，（0.2) 的形式解.这个公式通常也称为泊 


松公式. 

定稞 5 1 ，代 那么 云 维波动声程的柯 f 问埋 

(5.1) 、(5,2)存在'唯一的解奴0/0,此解由泊松公式(匕.今出 . 
证明由得到泊松公式 (5.18) 的轉程知，柯西问鹿^:1)、 

(6.2) 在00的任何沙解一定 i (5.1& 式给 &. 这就证明了解 
的唯一性. 

另一方面，在定理的假设下』由 (5.1 S ) 式给出的 f ) 显然 
厲于由 (6.6) 知，对 r = 有 （ ^ … 






笫波动方氆 


t>0) f 


( B .20) 

(5,21) 


^(tM 山、 ai)) r)) 

1 ^or A ib M^X.^ji t *) = at)) t 

即 o, aO 满足波动方程 （ 6.1); &理因而 

A(^(^^)) 也 ^ 足彼动方程 （ 5.1). 再利用 (5.7 ) 式就可以 

证明由泊松公式 (6.18) 所给出的 0 还满足初始条件 （ 5. 2 ) 

( 证明的细节留作习题定理证毕 . 

【例 5.1]"' 西问题 的解： 

-1 t T («E ^>0), . , H * 

< o (5.19) 

1. Ui^X2P^ t 

解先求解下面的何题： '' 

t>0) f (B.20) 

、 '.. t *^P ： 0. . (53i) 

因为这个问题的初始资料是球对称函数，而拉普拉斯算子」又具 
有球对称的特所以其解必是关于 ® 的球对称函数，而取如下的 
形式 ： %=%(^ t) f 其中 r sjxl^xl +®a>0. jtti 时直接计算可 

得也 咩吾 1 香 )< ， 于是 T 定觯问题 (5 . 2 u 5 . 2 i } 可化 

为帝半无界区域 {r>0, ^0} 上的如下定解问葱： 

, . ( : 鲁 -?( 备 +1 ■套 

, i^O ： u± = r^ f = 

L 在古 i 中所作的那上述问 M 可改写为一维波动方 
程的如卞问题： 

\ ， ^ [ ^ c ^),_ a3 ^( m ) B0 1 、 

，:： ^ ^ Q 0r a V# . 

J = 0 : n ^ = r s , - 

由于在 7-0 时 〆 叫 =0, 此问题亨用 ， 2 . 4 中的反射 ^ 来求解,得 


( = 0: 




离雔®动方程 w 柯西问 « 


¥i 


H 

. i , 

*^ t — y [( r + a *)®+( r - a () 8 3 fl 

t ■ 1 

r 1 4 k 

■ ■■ -j 5 p 

于是有 

i r , 

II - , 

,- ?J … .： 

= r 2 +3 a a i fl = Wg + a ；! + 

( 6 .^ 2 ) 

其次来永解如下的柯西_題： 

1 1 1 


■ 

- ■. 

穿-鲈如-0 ( a > QR ^ (>0), 

(6.23) 


*=0:叫=0, ^- Shp ( h \ 

(6.24) 

由泊松公式 (6.18) 就有 〜 丨 


:■ 

♦ ，丄 f j 

(5.25) 


上式右端的积分利用 _ 面坐棕直择计算可得 


J J y ^ dB v =^{ at ) a a^aja 

\^—m\ —at 

(如果利甩第四章中的结论，因为奶是一个调和函敢，由平均值 
公式可以立刻得到上述结果)，从而得到 . ： 

U^(x f 0 ^sd±w 3 t, (6.26) 

这样，由迭加原理，柯西问题 (S.19) 的解龙 - 

«= 24+44 = +a?a++30^+3?!^. (5.27) 


降维法 

现在讨论二维波动方程的柯西问題 (5.1 )i (5.2)，其中 
达时前一段所用的球平均法不能直接应用，因曲此时(&6)左端的 

算子变为 -|L + 1 A 相应的方程 (5.12) 不能佑方工维玻动方 

程 乂 这时,我们采用阿达马提出 的洚维 法, M 过三维柯 
题的解来求解二维柯西问 fe * 为此，将二_波动方程柯西问题 
(6.1)、（6, 2 )的解兩，0视为在高一维空间(巧，0中 
与 变置％ 无关的函数，它就满足三维波动方程及如下的初始条 
件： , 

^0. u ^ f ( x ± 3 a^) t 吻)， （5.2 SJ 



n 


笫三寒 .， 波动方瘛 


在这种情况下，由^泊聲公式 <5.18) 给出«应与％无关， 
因此不妨在其中敢办=0. 此时， ^ SJ ?3 j 0仍由 .( H 8) 式给 

出, f 其右端的朽分是在 瑋面 : ， n 、 ;, 

' I?/- ®i = ^(vi- i) 3 V--^a) 3 ^3^ ^ ^ (5.29 〉 

上的积分（见图 3 .队而 被积函数与竑 柴兔 [ 因此，讨 4 ft 珐面上 



图 S.C 


的积分靶为这个球面在¥« 上的授影 t 它蹇以 

心,说为半径的 Hi 域)_ _' :.厂‘」 ■ 

f . V + 

上的二重积分.对上半球面 ⑽上叱 y 
来说，其上的面积单元易知为__ 1 、 




J L !-| - s - 

4 


其中 ^ 1 卜 1 . ' - r 

. T = ® i ) a +{ s^a ^ ^5 ^ (5:3 勿 

碑下半 球面有 p 样的绡果…于皋，由 ( j 5 a 8 ? 式即得二维波动〜方程 
籥西问题(〜1)、 （6.2) 时解丸 ,,,: 


他 3i) 

r^at 、 ’ ■ 

其屮 r 由 〔5.30) 式决 定. （5, 泣) 忠 称为消 松公式■这 样我们便得到 


^■31) 





有 5 高维肢动方裎的柯西问题 


嫌 


定理设初 靖寧作 乎已尸那么二维波动方程的 
柯西问題(6.1)、 （6.2) 存在着一的觯彳且此解由泊松公 

式⑴ .31) 给出. ^ 

<. , "■ 


5 : 3 菲齐練谇动方翠对柯西问班 ： 

由迭加原理及前面的结果，对非齐次波动方程的柯西问題只 


需考虑如下带齐次初始条件的 情况： 

j Utt—ti Q Au^f(^ t) ^£22^ (>0), 〔 5.S2) 

U-0 ： u 鳴 (ice^).^ (5.33) 

为确定起见，下面只考虑三维的情形. .' 

利用齐次化原理(不难验证它对義维波动方程的情况也成 
立)』 若咖 t . T 岣是下述问題的解, 

r w tt — a 3 Aw^O (f>r)； ’’ (5+34) 

1 "t == Lf lf * 叫 0,4), (5.S5) 

则柯铒问題 (?+S2)、（5+33). 钩鮮为 

■ t - 

P -i 

u{p ) i) = J w(s>，^ T?)dr. (5.36) ' 


设 /(% t ) GO 〜 由泊松公式 (6.1S) 知 ，间 *(&B4)、（5.S5) 的 

解为 - ' 卜 

♦ jf 池桃 ㈣ 

iV—n\ 0 -r) 


将上式代入⑺ .36) 即得 

1 

u(^ f i ) • 


fjP* H 1 


4? ra J J 


dv, 


t—r 


m ； r}m, t 




在上述积分中作变换 
就得到 

r 1 ；L 

u(p f t) 


i f- 


r = a(i — t ), 
界 _ I 凸 . 






lir-il <r 


r 


dS v df 





M 三金波动方程 


1 

4 sra fl JJ J r 

r<at 




其中 \ y - m \ = V ( 扒一叼 ) a +( 的一 0 Sa ) a +(3/ a —％) a . 这就是 
何西问題 (6.32)，(6. S 3) 的觯的表达式，其右墙的积分通常称为推 
这势 • 


习 S 


1. 求解下列波动方程的軻西 问題: 


j + W ^ ( )=0, 

I t ^ O ； 我， 1 


( 2 ) 

.rw^t- = 204 一 0 ’ 

} 1 f = 0 ； « = Oj « t =saci + 3rfiS a , 

2. 利用降维法由泊松公式导出弦振动方程柯问题解的达朗贝尔公 


^ . * 

3. ⑴求定解问超 . 

j Ct € 及*, f >0), 

1 t ^ O ； (其中 r a =! r !+;»?+!» 音〉 

的解. 

ca> 诛是上述问题的解，求 

lim t )* 

4. 求解下述柯西 问題： 

( - o a w = t ), 

L i*0. afa), 叫 = 小 (^ ^ah 

其中 c 为一常数‘（提 承： 在三维波动方程中令% 0 =’％(办 

V 3, 0.) 

5. 对二维非齐次波动方程的柯西问題 r 

! 〜 -(^ 狄十《明 ) 一 /0 ^***乂 
1 1 =* d ; u = Ut _0 

导出其解的表达式， 
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§6 波尚传播与衮减 

这一节着重讨论波动方程解的依嫌区域与影响区域等概念, 
研究三维与二维的波在传播中的不同特性，相应地介绍惠更斯 
( Huygens ) 原理与波的弥散现象.牝外，还讨论被随着时间增加 
而衰减的性质， 


6.1 兰维波动的传 HI 

先看三维的情况.已知此时柯西间题(5.1)、解可用 
泊松公式 (5.18) 表示，即有 . ' : 


咖『峋)，） ' 

' ^ Jf 偏％ 

为了以下讨论的方便，将上式右端第一项进行适当的改写.由于 

其中&为单位球面的面积单元 . 对*求导…次，就得以 

fj ， ⑻必， ） 、 . 


r 

* I ■ ■ 

4^ 


I . 

|0J=1 

"- T ■ : ■ I ' 

|| ^〜(05 + 咖)*叫如) 


4 w ( a^) y 


If 


3 jp — 




将它代入泊松公式 * 就可将三錐波动方輕柯西间題(氐勾 、 ( e ‘ 2 > 的 

解表示为 






第运聿犹褲方.崔 


u ( p f t ) ™- 


知 ㈣ > a 






:. ¥ 自外;卜蚴]抓. ' ^ '(6.1) 

/ Tl- ' ■、： ■ - 

由饵4球不褲看出:_私在卑（，^)(^>°)处的值巧俾輯 



于初始资料， f 以及巧_ 
一阶偏导5在 以％ 为球 
以响尜半径痹说 
-叫 li^i 的值 (_ 见图 
3*7). 因弊 JT ， 点(听 ，纟 0) 翰体 
赖展域鵰是$空间华的^面 
容真看齓®，是以(〜 
U ) 为顶点向下作半顶角为 
的圆锥面 


' -, ; - (6.冷 

和超平面十0的交截.谆个圆锥两卒波动方”鉍研究中起着祕 
别重要的痄 k 称为 》副汝程柄特糕旅面:' _征_面连间其内部 


称为特征律^茶方琴为 I… A 、, ./ h ； J r ._ 

( Kio ). 、… (6.3) 

对特征锥 (6.3) 中的#一点，其依赖医填 glte 表以吻为心，以 
略为半径的球坎?,： I ® |<咖 之#. 拜此 ，给 定在必空间中 
的球沉?:上的初始资嵙飧；就可啡完 fe 决定柯西问题（化1)、 
(5. 2 )在 特征辉 〔6. 3) 中的解.这说明，特俾锥 (6.3) 是球刀仏的决 


定区域. 


f .Zv 


另一方面，设0^ 0) 是初始蹲.平面 (一0 上的一点，如果初始资 


料及其一阶偏导数在此点有〜个扰动，那么解 w 在 (A 0空间中那 
狴依赖区域包含(叫， 0) 产所有的值#要受到影响，这额;是点 
(叫， 0) 的影吻区域. i ： k t 点(〜旬的域应是以该点为顶 


氣 璋加^尹袖 - W 的斜占的圓锥面(参兕圈取私. 

、 ■ \ «i --- ■■ - ■ I ■ * ■> 、 - - 'j ■. y , vi ■• / ■•■>■ 



(a ： —®o) a = 從〒 （ OO), 
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ft 


即向I: 的特征 锥面. 

这样，假设时在点％处有一扰动，那么在时刻 f(>0) 这 
个扰动的影响面就是以％力心、 M 为半径的球面； - 

淵：卜一叫卜吨 （6.5) 

因此，对空间一点％设其与 
叫的距离为 r: |^-^o] ^= r t 

那么只有在卜二时，点$处 

{L 

才受到这个扰动的影响.事 
实上，在时，扰动尚未 

I ■= 1 

传到 * 处;而在时，扰 

ft 

动在$处的影响已经淸失. 

这说明扰动以速度 a 向四周传播，而且在扰动过后不留下任何影 
响(无后敏性). 

如舉 初绰扰 动不是集中在一点，而是发生在某一个有界區域 
足内，情况也是类似的.对尺外的任一点 A 设它与I中点的距 

离的最小及最大值分别为4及氧那末在时刻扰动开始达 

w 

到 oj 点处 i 面过了財刻 h ^~ t 扰动对*点 k 不再发生 影响. 这就 

a 

是说，在倒:刻為扰动波的前缘到达*点》而在时刻 t 扰动波的后 
缘经过$点，在任一 的刻七 扰动波的前缘是所有以 I 中的点为 
心/初为半径的球面的外包络面，这个外包络面通常称为传播波 
的前降面 + 当 * 充分大时 j 这些球面还有一个内包络面^称为后萍 
面，在前阵面与后阵面之间的区域就是受到扰动影响的 S 域•前 
阵面以外的部分雇尚未受到扰动影响的區域 i 后阵面以内的部分 
则是扰动的影响已过，又恢复了原来状态的 区域. 因此当初始扰 
动限制在空间某一局部范围内时，三维波的传播有清晰的前阵面 
与后阵面，这个现象称为惠更斯原理.声波的传播就具有这样的 
特性.这说明了为什么在现实(三维)的世 界里， 我们能发送并且 
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也能接收到淸晰的声音信号. 

6.2 二维波动的传播 

现在考察二维即的情况.此时，由二维波动方程柯西问 
题解的泊松 公式⑦ .31) 可见,空间一点« (4>0)的依鞔区域 
应是初始平面 t = 0 上以叫为心、为半径的圆域卜―咚 | < 
a , i Qt 面不甚其湎周.它是以知）为顶点向下作半顶角为沒= 
tg 一 k 的特征锥 (- 不是特征锥面! ） 

(ip — a^>) a ^ft a (i-^io) a (6*^) 

与超平面的交截.这是二维与三维情珲的重要区别 • 同样 
对于初始平面 ite —点(〜 0), 其影响 1 区域应是过(如 0) 的特 e 
银 

(^-^y<aH 2 ( 0 X ^) 

而不象三维情况那样是一个特征锥面. 、’ 

这样,在二维波的情况，假设 卜 0时在匈点有一扰动，那么在 
时刻 K >0), 这个扰动的影响范围应是设® □为心 1必为半径的圆 

域(而不是圆周、 ' ‘ f _ A 

路 • 、■ ' . («-») 

因此,对平面上与吒距离为 r 的一点 *, 在时吾开始受到扰 

动的影晌后，扰动对谤点的擊响不会濟失、这就是谀，钱动虽然以 
速度《向四周传播，但扰动的彰响将―:車持续下去 A 二 

假设初始扰动集中在一个有界区域瓦*内,那么其扰动传播的 
前阵面应是所有以 f 中的点为中心、鉍为半径的圆域的外包络 
面，因此，此时仍有清晰慶前阵面，但不再有后阵面，惠更斯原理 
不再成立.这个现象称I的弥散.这是5维波动与三维波动的 
一个本质的区别.水波可以近似迆作为平面上二缣波的例子 
根据降 维法， 如果把二维情形的初始扰动看作是在二十三维 
空间中的无限长柱体(它是无界区域!）内发生 > 但不依鞔于第彐个 
空间变量吻的扰动，就可以想见对二维波动产生波的弥散这神有 
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后钕现象的原因了. 

我们这里所讨论的波的传播现象并不仅限于二维与三维空间 
中的波动方裎.可以证明，在空间维数》是奇数时（除1外乂 
对波动方程总成立惠更斯原理;而当空间维数 ™ 是偶数时,总有波 
的弥散现象发生，惠更斯原理不成立. 

«3波动方程解的衰减 

' 现在研究当波动方程柯西问题解的渐近性态.这 
里我们只讨论的情况. 

假设初始资料 P 及少满足泊松公式所要求的光滑性条件，弁 
辑一有界区域外恒等于零（称为具有紧支集)，即设初始找动局限 
在一个有界区域内.此时，必存在一个常数使供及中在以 
原点为中心、 P 为半径的球万?外恒为零,而在球内成立 

Wl I 杳 I 级 C—U S), (6.9) 

其中为—疋常数. 

此时,柯西问题的解0由 (6.1) 式给出.由此，在时刻 A 
解在® 处的值由 h 少及 P 的一阶偏导数在以 m 为中心为半径 
的球而 fife : | 穿一*-加上的积分确定.但由于及? J 的一阶 
偏导数仅在内不为零,上述积分伩箱在占 L 。£2上考虑 ■ 

利用(匕9)式，并注意到对任何成立 

j 汍 一 減|<相丨2^ 3), (6.10) 

对 (6.1) 积分中的被积函数可得如下 估计： 

W ⑻ +〆女)+ 客少" (y) ®*〉i 

从而当时成立 

I + 9 iy) + J§ I ( 6 .u) 

其中 c? a , 及 cr* 为某盛正常数.此外，易知球面坻与球祀的 

交集的而积不超过 JB? 的表面积，即 

(8； t C \ Bl ) 的面积 (8*12) 



m 
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于是，由 （6.1) 、 （6. U) 及 (6.12) 即得如下估计: 


㈣ II ! 報+⑹ 


略 ㈣ 


+ 


：( 

（6— 叫) 

^ = 1 


dS , 


v 


< 


4^ r { at ) 3 

V 托 E 、 t>l A 


Oy * 4 即 3 = G 广 1 


( 6 . 18 ) 


其中。为一正常数， 

由解的衰减估计 (6.1 妙式可 觅，如果初始资料具有紧支集，那 
末当纟^十如 时』 柯西问题的解 i *0, 0关于$€把一致跑趋向于 
零 i 其趋向零的阶数为 


习 题 

: L 试说明:对一碓波动方程,惠更斯原理不成立. 

2. 对一维波动方程，若初始忾斜具女紧支集 3 那末当时其柯西 

问题的解是否一定-‘致趋向于零？ ; 

3, 设《为初始资料史及必具有紧支集的二维波动方程的解.试 证明: 
对住 m 固定的成立 

Hma ( a ^ 0 — 0. 


§7能量积分 

在这一节中我们要进一歩介绍钷明欢曲型方程解的 Bf —性及 
IS 定性的一个十分有效的方法— 能置积 分方法•在§ &我们曾 
经用能量积分方法证明了弦振动方程混合间题解的唯—性.这一 
节我们要将这个方法用于髙维波动方裎的棍合问题，鉴于这个方 
法的重要虽然在 § b 中已经对窩维棱动方程得到了柯西问题 
觭的 唯一性，■这虽_能量积分方法.给出—个新的证明…願傣猶 
出，能量积分方法不仅可用于双曲型方程,而且对"■大类方梶构有 
紈同对,这种方法対怔明定解问頚解的存在性&是很重 要的. 



§? 能 ft 积分 


ltl 


U 波动方程的混合问頚. 

_以三维波动方程为例 . 设 i 3 为及 3 中有界区域,在往形 jK 域 Q 
- OxlO , T ] 上考察混合问題 


iit t — a 3 ^ u =0 t 

- i = 0 ; u^(p(p) f Ut = ifj(w) t 

略=0, 

其中 r 表示区 域公的 边界， 

以叫 乘方程 (7.1) 的两端,并在 J 3 上积分得 


(7.1) 
a a) 
(7.S) 


Ut (uh — a 2 Jii ) d ^~ O a 


CM ) 


a 


利用格林公式，并注意到由边界条件 a j ) 有％ | r =0, 可得 


\\\^^\\\[ 

Q Q 


dsoi 




{] 叫)胡一 IfJ 

_ Q 

id 

^ 瓦」 


ju tXi u 


Sf( ^一+ 士 im 


idx 


其中 M 表汞夕 的準位外法线向 M . 又显然有 


Q 


Ut t dx = 


1 d 


2 dtj 


r rr 

；| j 喊如、 

Q 


这样，易知 G . 4 ) 式可踔写为 

d 


dt 


^ E ( i ) =0^ 


其中 


起 (o djb 

iJ p 

称为能量积分. 于是， 

蝴 t 常.败_ 


(7-5) 


(7.6) 
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这样我们就得到 t 

定理 7.1 设《(%0是齐次波动方程的混合问 I 题 (7.1) 〜 
(7.3) 的解,那末能量积分五 (0 保持不变，即成立 


其中 


= IS (0) f 




在实际问题中，能量积分丑 (0 通常表汞系统的总能量，因此 
定理 7.1 在物理上反映了波在传播（包括在边界上的反射)过程中 
的能量守恒律. 


与弦振动方程的情形相类似，由定理 7.1 立即得到下面的唯 
一性理. 


、定理 7. 2三维波动方程的混合问題 

'Ut t -a^Au^f{x } t), 

a ^ = 0 ； u=(p (ic) j 1^=^. (7*8) 

的解是唯一的. 

下面我们利用能量积分方法来讨论混合问题 
' ^― /(®, t) f 

* i=0 : u=q>(p), u t = ijj(p) f (7.9) 

w | r -=0 

的解关于初始条件与方程右端的连续依赖性. 


此时,和前面的推导类似地可得 

Q 

其中丑 ( f ) 仍由 CT . e ) 式给出.由此利用不等式泌就 

• I 

有 ’ 

Q O 

<M ( t ) + M (尸— 






17 飭輦积分 


明 


这县一个关于五 ft ) 的微分不等式.以乘上式两端,可得 


再将上式从0到 f 积分，得 ° 

卿伟 (o)++j:， T f^dx dr. 

于是对 0 < t<T 就有 

_ < O t (五 (0) + Jiff 尸鈿由 ) , 


cr.io) 


其中匕是一个仅与 r 有哭的常数.这就给出了对 m 的一阶偏导 

数的估计. + 

下面利用上述对《的一阶偏 导数的 估计来给出对 《本 身的估 


计.为此首先证明如下的 

引理 7.1 设《=«以）是在有界区域 GcrJf* 上的连续可微函 
数，且在边界 f 上为零,则成立如下的弗里德里哀斯 (Fhedriche) 


不等式： 

f 严 <C rJH)、 （7.11) 

其中0是一个与 w 无哭但与 G 有关的正常数 * 

1 k 明不妨就的情彤证明此不等式，并不妨假设 G 在第 
一象限内,.由0的有界性，作矩形区域 f ^ 

o ±^ 

1 ■■ 

并在 Q ± / Q 上定义《盖0,将 w 的定义域拓 广到幻 

' 设(也扒）则冇 … 

广！％^ (〜奶)， 1 

fo ox 

于是由施瓦兹 (Schwarz) 不等式^得 

<4x^^y^ . 

将」匕式两边在矩形 E 域幻1上对(化的)親分，得 
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pi ) ^ KD “如 

°' 〜膨 +(*)>.. 

由于在所以毕就有 - 

㈣ <a L[(D +( 鸯 ）]^\ 

这就是(7.11)式 + 引理证毕. 

''记 丨. 

K « S 3 - jff ^(^ (742) 

h 

利用弗里德里克斯不等式 ( m ), 由（7二0)式就可得到对 
t 成立 ; ^ 

I 

, B«(0 | a <O a (^(0) +f jjf /' ^ dt), (7.13) 

其中 A 为仅与 D 及 r 有关的正常数. 

综合 CT .10) 与 (7 _ 13) 式,即得如下估计 

\u(f) l 2 +[Mt ： (01 a +2I^0)i 2 

<-= ■丄 

]^ j a +([[ j / a ^^), ( m ) 

其中 C ? 是一个正常数.这是一个关乎混合问题 （7.9)1 的解及其一 
阶偏导数的积分估弁式，通称为能量不等式或能量怙计式 • 这种 
估计式是在假设解存在的前提下得到的，具有这种特点的估计式, 
统称力先验估计式. 

如果我们记 

I 刚 BH 吣 ) P +如洲' . (7.15) 

I / IW 产 鈿札 （ 7 . 16 ) 

JJ Q 

那么能量不等式 CM 4) 可写为如下简洁的形式： 

|«0) IUM 0 ( H 7) 



% 7 節 S 积分 


脚 


由这个 能量估计式立即得到 1 

定理 7.3 混合问题 (7.9) 的解 wO, 彳）在下述意义下连续依 
赖 T 初值(％扪与方程右端对任何给镟的 s>o, 存在 s>o , 若 

t ^ a || <§, B / i —/ aji 叫 

则以（㈣也)为初 #L-/；1 为方_右端的解％与以(㈣* W 为初值、 
A 为方程右端的解处 zm ^< t < T 上满足 

誊 (0 一普咖 ‘ 

注 7.1 上面对三维波动方程的讨论，对一般的 n 维據_方 
程同坪是适用的.这里只给出; r 波动方程的混合问_解性 
以紮》关于初值和方程右端的，连縷年赖性.茧于垮的存砗性，饵 
如说我们仍可象一维的#況那样，逵用分离变童法予以证餌 
是此时,代替考察常微分方程的特征.值问题,需要考 察旖和 方程的 
特征值问题，这里就不深入讨论了. '■ 

7.3 .用能童积分方法证明柯西问睡解的唯一性 

现在利用能量积分方擇 来坧明 H 维波动方禅柯西问题 r . 

洳一鲈血=0 ( t >0 t £c6i^)p (7.18) 

'.f=0: u=(p(3>) ) = ’ （ 7.19) 

的解的唯一性. 、 f 

此时,如果完全 揸餘前 ^段中的方法进行/就需要在 ® 全空间 

计；餌韋 积分 

, n 9 - ， 」 " ^ 

但在一般情况下，这个积分可能是发散的.为避免这一困难，对 
0空间的任一点 （I T )( T >^) t 考察过该点的特征锥面与初 

始平面卜0所围成的锥 形区域 (见阖 3.9) 

r ( T ) : \^- y \<. a ( T - t ) . ( 0 < t < T) t 

对任一时刻 t ( ckt<t 乂以仏记超平面与锥形域 m 柯 




U6 


笫三窣波动方 e 



^ (7,30) 

我们霁证蘇 ：布区 域仏中的总能量五(仏）不会超垃*私中和 
总能量丑.即若记 

^(^)=—(0(«?+^§<)^ . (7.21) 

我们要证明 ^ 

， （ 7.23) 


类似于前—段中的推导，对 0 < r < T 成立 
0— j ^ J " «»(% — <* a dw)daj 


J 




— j " j |« t ^ cos ( n M ^ t ) dS f (7.23) 

silt ■■一 . 


其中拟 t 表汞的边界, n 为其上的单位外法线向 M . 但是 

1 fotr- 卞 ）. fr / a \ . 

功凡 )= 刮。 j] («J+a a g<)^^. (7.24) 

i^l=^ L 

其中础为球面上的面积单元.由此昜知有〃 


v _ 1 






能饉积分 


i#r 




(7.站) 


利用 (7.23) 式可将上式改写为 - £ 

~ T II [( ^ + ^^ ^~ 2au f J § 〜 cob 


音 jj 客 [«t ooe 〔 n, ®t)— ⑽ a f ] dS<S^ 

■叫 


这就是 (7.22) 式，这样我们便得到了 

定理 7.4 设 w(a^t) 是齐次 波动方 程的柯西问鹿 （7.1S)、 
(7.19) 的解,则成立如下的能量不等式： 

t 也一- ((K* 切乂 (7.20) 


其中 ft 由 (7.20) 式定义， 

由于20的任意性，从定理 7. 4 立郎坷以得到柯西问题 
(7.18)、 (7 二 9) 的觯的唯一性. 

我们还坷以象对混合问题所作的那祥，利用能量不等式来研 
究柯西向题的解关于初值与方程右墙的连续依赖性* 

、习 题 


1. 在混合阿超 C 7.1)~(7*3) 中，若祷边界条件 C 7 改为如下的诺伊曼 

边界条件 ^ 1 

姿；0, 

on r 

证明定理及定理 7. 3仍然成立. 

2. 设《是带一阶耗散项的波动方程的如下灌合问题的解： … 

- t = 0 , i * 里 p ( a :)， 叫-*屮 ( ff )， 

. t ulr =^ ' 

其中是常数,而 oe 是有界区域; r 、 为其边界.试证明其总能置 

丑 (0 = 

筠时间的增加而滅少.由此证明上述定解问題解的唯一性. 




第三京波动方稃 

&设有界写域 flcs 3 的边界 r 由两部分八及！^组成非空 ) ，考 
虑在上 给宠# 歆边界条件的如下混合 问题： 


' u it - a 2 ^ u —0 U > O t Q) t 
^ t — 0 : u ^ g >{ r) f 


L u \ 



du . Bit \ 

W ~^/ 



其中 a >0 是常數，》丧示 G 上的单位外法线向燈.设《是上述定解问题的 
解，试证明其 总能量 忍0)随时间的增加而减少，这里五 (0 的定义同题^.由 
此证明这个定解问题解的唯…性 . 

4 .考虑诚动方程的第三类混合初边值问题： 

-« # ,-a a 4i=0 0>0j a?€ Q) t 

i —0 : a=<p{x) J 叫 ) j 

(鲁 " HI ， 0 ' 


其中 a >0 是常数, n 为 r 上的单位外法线向量. 
设 U 为上述定鮮问题的解,定义能错积分 


E ( t )^ + ct 2 男 cfe + ~^-JJau a dS , 

试证明 芯 0) 孟常数 + 

由此证明上述定解问题解的唯一性. 

1在具对障碍物的空间考虛戸波 W 挎播可归结为如下波动方程在外部 
K 域中的温合 问题： 


F u tl - a s / lu ^0 ( t >0 j :re 五\^：〉， 

, t =0 ； ltr ^= q }{ x)j W ( =^! 

dli _ n 

t v '— ~{} > 

on \&k 

其中[是 s 8 中具有光滑边界 ar ( 的有界《是氏^的单位外法线向 
^ 对以； 0空间中的任一点^)(^>0),如本节第2段中那样，作过该点 
的特征锥与 t ^ o 所围成的锥形域 r ( y ) 的截面并记 

设 W 为此定解问题的解,定义能量积分力 

^(0—^///( wHa 3 S <)^ ^ 

试证明五 ( f ) 随时间增加而减少 . ^ 

c - 利 -_1] 第5题的结果，证明所考虑的波动方程的外混合问题解的唯一 

性. 










-第 四章- 
调和方程 


本章介绍最典型的椭圆型方程——调和方程(又称拉普拉斯 
方程）和泊松方程的基本定解问题及解的性质.在§ 1中介绍调 
和方程及其定解问题,§ 2中应用格林公式导出谪和方程解的平均 
.值定理，并由此证明调和函数的极值原理 ，再 应用极值原理讨论狄 
利克雷问题解的唯一性和稳定性+ § 3中给出格林函数@定义，弁 
且对特殊区域利用格林函数导出了狄利克雷问题解的波达式.§4 
介绍调和函数的一些重要性质.在最后一节中，进一步讨论泊松 
方裎的求解问题， 

、 § 1 调和方程及其定解问题 

本章所要讨论的调和方程和泊松方程与前二章中的热传导方 
程及波动方程不同，描述的是属于平衡或稳定的自然现象.以稳 
定温度分布为例.在第二章中已得到了温度分布兩数应满足的热 
传导方程 


Ut — a ^ Au~f 



0 ^u . \ 

dosi dxfi )" 


如果热源函数 /=/ ㈤ t 无关，又假设 边界条 
件也不 随时间〖 前变化 （例如假设 边界为绝热），那末： V 相3长的 
时间后，物体的温度就趋向稳定的状态，即町设各 点的温度近切地 
与时间（无关， 。 mO ). 此时，上面的方程 就化为 




其中 / i = -4-. 这就是带有稳定热源时的稳定温度场所满足的 
(6 

方爵，这讨 土恧 G 镝微分方程称为泊松方程.茬厶二0时相应的 
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齐次方程 


血《0, (1.2) 

則称为调和方程或拉普拉斯方程. 

在上述方程中，自变查贫一般地敢为于 

是」《= 此时方程 (1.2) 及 (1.1) 苽分别称 

为* 維调和方隹及》维泊松 方程：在 实际俩*中常见的是„等于 
2或 S 的请紙 / . 

«维调和方择 (1,2) 的二阶连续可微的 解称为》 維嫡和禹教. 

' 下面再讨论几个导至调和方程 (1.2) 或泊松方程 (1.1) 的实 

例， 


【例1.1】弹性膜的平衡. 

在考虑均匀弹性膜的平衡状态时，若以 
办 )) 表示膜在垂直方向上的位移，而 /=/(«?) 比例于沿垂直方洵作 
用在膜上的外力密声,从力的平衡条件出发，可尽证明《应满足二 
维泊松公式 ( 1 . 1 ). ^别，在无外力作用的情形/就得到二维调和 

方程 ( U ) 琴 


【例1.2】 流体的无旋流动. ' 

考虑空间中一不可压鲔流体的稳定无旋嫌动.记流抹的密度 

为 J 00 (常数)，速度分布为_ (« V 3 ( ai) f o a ( aj )), 而质金琢 
的密度为丼中^ ％吻)..在流场中任取一由闭曲面 
汉所围成的体积免那么，利用格林公式，在单位时间中流出 <3的 
流体的质量应为 

. polI j fdiwd ®* 

s J o 

其中 n 为 fif 上的单位外法线向量.由质量守恒律，这质董在数值 
上应等于在单位时间中由<?内的源所生成的质騖,于是成立 



由沒的任意性，我们得到 



tl 谪和方程及其定解何域 


U 1 


diy |7« / (1,3) 

Po 

因假设流动是无 旋的, 所以存在速度势使得 

— gyadw . (1.4 j 

将它代入 (1 .幻;就得到 


Po 

S 此， 不界压 準稳定 无旋流动的速度势应满足三维泊松方程■特 
到,在无竭辟情形，速度势满足三维调和方裎 a . 2 ).. 

【例: t . 3 】 笋电场的电势. 

设空词有一电量 密度为 (_.(%,而，*•)〉的静电场*在 
此电场内取一伴积$其边界曲面为&由静电学知道，.通过没 
向外掷电通暈等于 < 中的总毳童的鈿倍,即成立 


S Q 


其中(岛，.風，為)为电场强度，而》为汉上的单位外法线向 
M . 这拜, W 例丄 2 类似迆利用:格林公式可以得到 

此办, ® 库仑定捧可知』静电场的电场强度耳是无庵的，^存 
在静电势使 


一 gradw. 


( 1 . 6 ) 


将其代入 d .的式,就得到静电场的卑势《满足如下的三维泊松力 

m 


特别，如在某一区域中电量密度为零， 则在该 区域中静电势《满足 

三维调和方程 V 

【例： L . fl 单复变暈解析函数. 

由单复变函数论知，解折函数 /00 =«(A y )+ w ( a ：, y ) {%--= 
的实部 u ^ u ( co f y ) 和虚部 ( a ?, 2 /) 满足柯西-黎曼方程 

组 
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(1-乃 


du 一 dv 

By f dy dtn * 

从而易 得姑及 《 均是二维调和函舭.反之,.按一二维鞠和函旣均 

坷视为一个单复变量解析函数的实部或虚部.因此，对单复变解 

析函数的研究原则上都可化为对二维调和函数的研究.我饤还蔣 

会看到，一般的 n 维调和函数在性质上同样与单复变解析 

函数有许多相类似的特点. 

; 和热传导方程及波动方程的情形类似+为了具体地确定方;程 

(1.1) 或(1. 2 )的解飨附加一定 珣军解 _件.但0为现在方 
程及解均与时间 f 无关，所以定 解条彝 尜只省边界条_涟初始 
条件.我们称这种只有迨界条件而无初始条件的定解'向题为埤值 
问趙 . 同前二章一样，对泊松#程或销和方程，我们也甫以提*兰 
种类型的边值向题，分别称为第一类边值问‘或狄利克雷问越/第 
二类边值问题或诺伊曼 H . 瘦以及第三类边值问题.本章主要讨论 

前两类边值问题. ， 

(1) 第一矣边值问题(狄利克雷问题)：在空间 

的某一个有界区域的逊界尸上给定了二 t 连续函数&要 
求我出一个在卩中二次连续7微，且在闭区域万上连续.的函数 
u ( x ) (簡钯为 tt € O a (^) oa °( p ) X 使它在 o 中满足扣_泊年方程 

(1.1) 或仰维调和方程 (1 . 2 乂并在 f 上取已给的函数值 p : 

: ^| r ="£ f , (^*^) 

’在稳定溫度 : 场的情况，这神&界条件枏当于给定十物体在& 
界上的温度. 

(2) 第二类边值问题（诺伊曼问 题)： 在抑维空间某一有界区 
域 Q 的光滑边界 f 上 给出连 续函数 P ， 要求找—个函数《(4存 
o \ Q ) na 1 ^), 使它在口中满足泊松方程戒调和方程 

而在边界 r 上的外法向导数取已给的璆 值： 丨 

. 尝1广仏 (1 ： 9) 

其中 n 力 r 上的单值外法线向量_ ' 



U 调和方程及其定解问鼴 




在备定温度 场邾倩 形.这神边界条件相当于给定了筠体在边 
界上的热流量.特别在 ^ 的情形，攰界为绝热. “ 

(3) 苐三矣边伖问題：在 n 维穿间某一有界区域 O 的光滑边 
界 r 上给出连续函数 g 及一个正 &连 续函数>：，要求找一个®微 
W ⑻ G 0 3 (奶 in o 1 ( D ) ,使它在 Q 中满足方程 (1.1) 或 (1. 2 )，并且 

在边界 r 上成立 

(尝梅 ) L = & (1 . 10) 

其中 a 为 r 土的单位外法向纛. 

在稳定温度场的情彤，这种边界条件相当于在物体进界上已 

知与外界的热交换状况 • 

上面这些定解向越#是在有界的菝域上考虐的，在应用中还 
会磕到 在无界区域上考虑的问题，恃别是在一个有界區,之外考 
虑的问题.例如在考虑流体力学中的绕流尚题时，就睪‘定某有 
界区域 a 外部的流场中的速度分布 - 如杲考虑的是不可压缩流 
体的无源无旋稳定 流动， 则其速度势切碰在卩的外部满足调和方 
程，而在绕 流物体 o 的界面尸上,流体速度的法向分量应为零 * 由 
(1.4) 式， u 应满足边羿条件 

: • 

其中 n 是物体界面 f 上的单位法向量*因此决定 G 外你_场中 
的速度分布的问题就归结为求一个在曲面 r 外部的无界区域中 
为爾和而在边界 T 上满足上述第二类边养条件的函数.又如当 
确定某物体 A (例釗屯缆）外部的稳定 © 度场，而物体表面的温度 
/是事先已知时,就归结为求一个函数 W 使它在 O 之外满足泊松 
方程或者拉普拉斯方程，并且在 Q 的边界 f 上取已给的，函数值 
j 这种在一个有界区域 Q 之外考虑的问题统称力海松方,程或拉 
-^拉斯方程的外问题.相应地 ^在上 面的第—个例子中为诺伊* 
外问题，第二个例子中为狄科克雷外问题‘ :1 ^ 

，拉普拉斯方程或泊松方程的外问题是在无界区域 上给) 出的， 
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定解问题时解在无穷远处是否可以不加任何痕制免？ 可以 举一个 
简单的例子说明，在无芦远处如果不加任 何限制 ，外何理的解弁不 
唯 一. 比如在以原点为中心的单位圆尸外考虑二维控普拉斯方 
程的狄利兖雷外问題,边界条件取为 、 

w[r™0, 

容易看出 weO 和 -In 都是此同一问題的解 4 因 

此，为了保证外问题解的唯一性，在无穷远处必须附加一定的条 
件. 通常,在二维情形，我们要求解在无穷远处有界，而在高于二 
维的情形，要求解在无穷远处均勻地趋近于零： 

^mu(x)^0 if 口 (l.U) 

为了和外问题相区别，我们把在有界区的内部求解的问 
题称为相应的内问题. 

当然,求解区域也可以既不是一个有界区域的内部,也不是它 
的外部,例如半空间.这时求 舸区域 仍是无界的,且其边界伸向无 
穷远.对相应的定解问题,也应在无穷远处添加一定的条件,与外 
问题情形是类似的. ' 

还有一类在应用上也很重要的进值 问题： 称力 等值面边值问 
題 ，其相应的边界条件(称为等佴 面边界 条忤)提法如 下:在 K 域的 
边界尸上成立 

r«|r= 待定常数 

已知常数次 . ⑴ 12 ) 

下面我们举例说明这种边界条件的定用. ： 

设空间有一金属带电体 A 其带电量为 a 要决定其外部空间 
中的 静电氣 由例 1.3 已知静电场的电势《满足调和方程.另一 
方面，由静电学知道，金属带电体 Q 的表面 r 应是 —个等势面; 
记其电勢值为 g (待定) ，面尸 上的电通量为如纟:因此,就妇结为 
在带电体 g 的外部空间求觯三维调和古程 ( i . 2 ) '带有下述等值面 
边 界条件 的边值问睡： ■ 卜 





ii 调和方茬及艿定解问題 
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待定常数)， 

- f ^=4^ ⑴ 13 ) 

I Jr dn 

其中 n 为 r 的单位法向量，指向 a 的内部.当然，此时在无穷远 
处还需附加条件 (1.11). 

在等值面边界条件 (1. 12〕中,第二式表承 r 上的总电通貴(在 
静电场情形)、总热流量(在稳定温度场情形)或总流量(在稳定无 
旋流情形)为已知，因此这类边界条件又坷称 为总流 量边界条件. 

原则上，等值面边值问题可以体省狄利克雷问題来求解.例 
如在上例中，可首先求解在 f 上具有下述边界条件的狄利克雷问 
题： ^ 

wlr—lj (1,14) 

其解记为 U —1700. 然后选择常数0,使成立 

那末(*-0^就是原等值面边值问题的解.但我们指出，在很多情 
况下.直接求解等值面边值问題将会带来很大的方便.因此，这 
种类型的边羿条件也应该得到足够的重视. 


习 睡 

1. 验证函致 


1 1 

和 u = i ^ 

在 U ^ Uo 时关 于变瓮 M 及 M 。 分别是二维和三维调和方程的解，其中 
为点与 Jlf 间的距离. _ 

2 . 设 «(*> -/( f ) 手 0时是《维调和函数，证明 


/(f) 


Ot+Oi Ini 


in=>2)， iPu &为常 数〉. 

㈣ 2), 


3 -证明 H 维拉普拉斯算子在珐面坐标0, A 的下可以写成 
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aFY af) + 7^Kd~W^ e W/ 

4. 证明三维拉普拉斯兑子在柱面坐标 (>, A 为下可以写成 

, ju = AAf^U 1 

r dr \ Dr ) r 2 ^ ^ - 


5. 用分离变趸法求解由下述调和亨程的第一边值问题所描孝的矩形平 
梹 0 Ka 5< tf ; 0吻 < b ) 上的齒萣温 度分如 

抓 」' 炉站 _rt 

y )- o , : 

uQs, OX^sin-^j uQCj d)-=0, ，.^ ■； " 

, ■, 'a 

6. 在膜型扁壳栗道闸门的设计中,力了考察闸门在水压力作用下的受力 
情况,要在矩形区域 0<： y<t> 上麥解如下的泊松方程的边值问题： 

‘ 以<0, g >0 均为常数), 

I U - O ^ O , ti ] = 0 , 

试 求解之 （提 示： 令 i^w+C ® 3 - 切)，并选择/及穿使 如满足 调和方 
程) • 

7. 举例说明在三维调和方程的狄利克雷外问题中，如舉对解的 17 , 

在无穷远处不加趋于零的限制/就不能保证解的唯—性. 

« ■■ 



§2格林公式及其应用 

2.1 格林 ( Gr ^ en ) 公式 — 

设有界区域卩的边界厂分块光潜，函数 
^ oKQ ) no Q { px 那么下面的公式 成立： 

其中 II 为 r 上的单位外法线向量. 

事实上,利用格祥公式，有 ; 
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这就是 ( 2 . i ) 式. 

' f ■ 类似地，若 wGc^i^ncnnh 就成立 

\ D uMd ^ H 鉗 -!。衾裝备私 ⑽ 

( n ) 友 ( H ) 称为格林第一公式. 

若 m , v €以 ㈤ ） HCf 1 (5 乂将 (2.1) 式与( 2 . s ) 式相减，就得到 

J 。— 一以每―令)砒 (2-3) 

它称为格林第二公式. 

特别，若议是调和函齔电( 2 .1)式可得 

\ r ^ m= L § £ £^ ! (2 4) 

若站及 U 均为调和函数，由 （2.3) 式可得 


22诺伊曼问睡解的自由度及可解条件 

显然，常数是齐次诺伊曼内问题 



的».反过来，我们可以证明 . 

定理 2.1 若 no 1 ^) 是齐次诺伊曼内问题 (2,6) 
的解，那么《必恒等于常数. 

证明在公式 (2.4) 中取并注意即得 
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从而议在 g 上恒等于常数+定理证毕._ 

利用迭加原理，由定理 2 .1 立刻 得到: 对泊松方程的诺伊曼内 

问题 , 

f 加=/, ' 

若它有一个解色郫该问题的一切解均可表示 '为 《+口 (0 为任意 
常数)的形式.换言之，精确到一个附加常数.诺伊 S 内问鹿的解 
是唯一确定的. 

这里还需指出，要使诺伊曼问题( 2 .7) 有解，/和 P 还须满足 
—定的条件.#实上 ，在 格林第二公式( 2 . 3 )中若取就成立 

\ Q Audx ^\ M m r 

' I _ 1卜 ^ I - 

因此若诺伊曼问题( 2 +乃 有解％ 则必须满足 

祝. (2.8) 

条件( 2 ,8)称为诺伊曼问题( 2 .乃的可解性 奈忤. 在稳定温舍场的 
情形,这表示为了迖到热量的平衡: G 内部热海产生的热量应该等 
于通过边界 f 流出的热量 * 

我们坯可以证明，（ 2 #).也焉使诺伊曼啤题(？， 7 )有解的充分 

条件 


2.3 基本积分公式 

在上节习题1和习題2中我们已经看到,在 n = 2 时, 


u - 


2 ju 


In 


n / (叼一 W +%- 如 


㈣ 




和 n >2 时 


(2.10> 
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UP 


在点叫)与私=« *■■，式)不相重合时，关于 
变 量苽及 況 0 都是相应维数下的调和方程的解，而在苋=说 0 时 
具有奇性,其中叫表忝 n 维空间中单位球面的面积. 

由 （2.9) 和 （2.10) 式所表示的函数称为相应维数调和方程的 
基本解.下面将会看到，基本解在泊松方程和调和方程的研究中 
起着非常重要的作用. 

从现在开始，我们以三维或二维的调和方程及泊松方程为例 
来具体进行讨论.这是在应用中最重要的情况 * 其中的绝大部分 
内容在其它维数的情形仍然成立,并且可以平行地得到. 

设 M 0 (^ ^ 为三维有界区域 G 中的任意一点，取 s 充 

分小，使以 y Q ) 勿)为中心彳力半径的蜍面 〜与 。的边界 

r 不相交，并记氐与 r 之间所夹的区城为 a * 由于函数 

! 1 

1 

v = - 

•肚 


关宁变量 植 上二阶连续可微，并且在 a 上满足调 
和方程，对任何函数贫 g ❽⑷） n a 闷)，在 区域认 上利用袼林第 
二公式 <2:8 乂诃得 


— Au(M)dQ M 
JJJ 

Os 


rrr^CJtf) 3( 

1 ) 1 

MM) 1 

IjL 4 ?t . dn} 

、 / ^TM t M 

Bn - 




_ [ fr u(M) d 
JJL 4 ?r dr 

s t 

其中最后一项积分中 f 


为沿着矢径方向的导数 • 注意到 



利治积 分中值定理;就得到 
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Mp 

较 a 

+ f ff^Cjtf)- MMXhsu 

JJ L 4cv ^n\ Tm,u / 4?Frjf_af 」 0M, 

i 

其中 

令^ >0, 上式右边第一项的极限为 uC ^ o ), 第二项的极限为 
零，从而得到 

«(札)—— Au{M)dQ M 




1 




8 u ( M ) 

dn 


dS ' 


ao 


( 2 . 11 ) 

其中此公式称为基本枳分公式，它对一切 
( 0 ) n ( S ) 成立，而札> 为幻中的任一内点. 

特别，如果 w 为调和函数，则对任意内点 M^Q t 成立 

我) — M 卜⑻获4)_忐響 K 

( 2 . 12 ) 

它称为调和爲数的基本积分公式. 

公式( 2 .12)表明，调和函数在区域0中任一内点的值可以利 

用基本解通过《及其法向导数^■在边界 T 上的积分来表出.在 


下一节中,我们将利用这个公式来构造定解问题的解. 

用完全类似的方法可以得到在其它维数下的基本积分公式軔 
调和函数的基本积分公式.以二维为例，它们分别为 

议 (％ 珈)-一 dxdt/ 

-士 




务 2 枯林公式及其兑用 
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和 

u ( x ^ 妁卜 〜1 ^T ff ... 1 \ 

^ lri ■£ < M ^] dS ^ C 2,14) 

其中 M = ( x f y ), '' 

上面这些基本积分公式是萑假设 O 为有界区域时得到的.如 
果 O 为无界区域,只要对《(及)在无穷远处加上适当的衰减条件， 
这蚨公式仍能成立 • 仍以三维情拫为例，如果 u ^ O \ Q ) ncnS) 

且在无穷远处成立 ' 

• ■ 

•卜 0 d > 

京 (|)= o ( 秦)， 

其中«>0, r 0 M — v^+yT?, 那么 (2.1：t) 及 (2.12) 式仍然成古 
(证明作为习题). ^ ~ 

2 4泊松方程 

利用基本积分公式 （2.11), 很容易导得泊松方程的一个特解 
的表达式. 

事实上，假设有函数《(況 ） e o 3 (£0 n 0 (功，满足 

L 

(2.15) 

其中/€0°(句，那末由基本积分公式 (2- 11)>对公中的任一内点 
札就有、 ' 

-却 [ w ⑻备士 )-士 ^ 1 ] 础 “， 
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由基本解的性质，易见上式中的第二项积分关于变量撥。在 D 内 
部满足调和方程，于是,由迭加原理并注意到 (2.15) 式，函数 

(2.16) 


应是泊松方程 (2.15) 的一个特解 . 

: . 在 二维网 情况，同样可以 得到： 如果二纪泊松方程 (2.15) 有解 
奴€0⑹）那么 

< 札 )= - 去 Jjj f(M)ln -~^dOu (2-IT) 

是 (2.15) 的一个特解 . 

应该注意，上面我们只蟲在泊松方程 (2.15 ) 有摒的假 定下推 
得 ( 2 .1 6 ) 和 (2.17 ) 所表沄的函数分别是孑维和二维情形下的一个 
特解 . 在 §5 中我们还将证明 : 对任意给定的由 ( 2 .16) 
和 (2 J7) 式所表示的函数一定是相应的泊松方程的一个特解 . 
在静电学中，假如带电体 d 的电量密度为 p(M ) 3 那么 




就表示带电体 D 在点听产生的电势,称为带电体的体位势•在 
其中取 


就得到 (2.16) 式所给出的函数：由上述，有 

Am.v (M) = _4jrp(M 0 )， 

这正是§1倒中所推得的方程.因此，（2；16)式的右端可视 
为电量密度为(奴）的带电体卩在说❶点所 产生的 电势, 
称为体位势. 

利用体位势，就珂将泊松方程的求群问®通过迭加原理化为 
调和方程的求解问蘼. 
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m 


3.5 平均值定理与极值厣理 

这里以三维情形为例来抽以说明，其它维数的情形是完全同 
样的. ^ 

H 

定理设函*«在以曲两 r 为边界的区域 G 中调和，在 

o + r 上有连续的一阶偏导数；则成立 

. . ■ 


证明直接利用格林公式，或在诺伊曼问题的可解性条件 
(2. S ) 中令/=0即椿此定迪. 

定理 2.3( 平均值定理）以 私 (if 0 ) 表示以也 0 为球心 、丑为 
半径的球，其边界为 S s ( M 心 • 设《在 B R ( M a ) 中调和，在 B r { M q ) 
= B r ( M c ) +& (札) 上连氮则成立 

u ( 為)= JJ ^ (2.19) 

«如 *) 

即《在球心的值应等于《在球面 S R ( J ^ 0 ) 上的算术平均值. 

证明首先假设(馬(風 wnadufo )). 在瓜(札) 
上应用基本积分公式 (2.12), 得到 

•-■•以士） 


1 & u ( M ) 

dn 



4兀及 3 


Ji JJ 盒爲 - 






利用定理 2.2, 上式右端的第二项积分为零，从而得到 (2.19) 式. 
若《 ea ( B ^ Mo ^ ac 0 c ^(^ o )), 则先在一个半径略小于 
的球上应用公式 (2.19), 然后利用一个取极限的手续，.就可以得 
到定理所要求的结论.定理 2.3 证毕. 

利用上述的平均值定理,就可以证明如下的 


定理 2.4( 抿值原理）设《在区域公中调和，则除《恒等于 



m 
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常数的情况外，《在 a 的任何内点上的值，不可能等于《在0上 
的上界 supu 与下界 inf w 的数值 . v 、 ■… 

0 Q 

〆 证明' : 、襄的夜需对上界情形证明 J 因为負婪将《换为一％ 

就可相应地得到对下界情形的结果. / 

如果 鲥结 论自滅成立.现考蔡 suV ^ 4 &< + 

q a 

I ■ _ ■■ 

~ 的情形.设存在使《(^0)=叫我 1 们只要证明此 
宓在整 个区域 D t 恒等于常数“此，记在 G 中使《取值为 


W 的点所构成的集，为戶： ^ 

K ^ {M\M^,Q t u(M) =^ y t 


我们要证明瓦东 A \ ' 

■ 由于龙 P € 瓦，瓦是一个非空的寧合…又由在的 
连续性,显然瓦是一个在 D 上的相对闭隼‘闫邱/只要证明耳同 
时又是一个开集,就有从两得到所要求的结论. 

现在证明瓦是一个开集.兔此，对任何 id 
为以 I 为球心、以乓为半径且琴个落在0内部的 球面， 我们先 
证明此时必有用反证法.假设有卓況 
使 u ( M ) <叫由函数的连续 tt , 在 S ^ Mt ) 上必翕贾的二个_ 
M A 在其上《(1)<饥；而在沒上，总有<^)<饥.于 

Ji .' 




J1 [ 


ud-B 


但由平均值定理，上式左边应等于这就导致 矛盾. 所以权 
在球面氏1(灰 i ) 上恒等于叫由此玄即推抨耷以 fr 为球心、』 
为半程的球私1(见)上】均有即 因此疋 


是—个开集.定理证毕： I 

系 2-1 设 G 为有界区域 1 其边界为 r , W 存 G 中调和，且 
在 S 上连续，则 W 必在边界 r 上取到它在0上的最大值与最小 


值,即成立 「 
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minit= m inu / 

u+r 丨 a^-r r * 

® 若汉及勿都在有界区域 D 中珣和，在连续息在 
O 的边界 Z 1 上成立 

_么除去在口上 Mw 的情况外 ~^ Q 

的内部植成立 " . 1 J l ' ' 

.- ■ 

■ h 

■ L 

3 6 狄 利克雩 问瓶解的唯一 ，连与 稳定性： 

mmm, 娜可_出 ㈣ 方触触利克雷 
内问 罈与外 呼题解的唯一埤及稳 定性. _ . 

定理 3 气泊松 釋的狄利克雷内问题_如果存 良必定 
是唯一的，并鱼连续地裱赖于边界条件： 1 1 

证明设％，吣是所考寒的泊松方程狄利克雷内问题的两个 
解，那么《 = 满足调和方程并且在医域边 界：上 为零由 

系 2 .1,汉的最大值及最小值均在尸上达从而即; 

也.这就证明了解的唯一性. 

现设％ ，私均 为同一泊松方程的解，并且分別满足边界条件 

= 仍 (^ = lj 2), 

那么%—叱为调和函数，并旦满足 
由系2.1， u ^ m ^ si (Sf±~' 

因此，对任意给定的 &>0, H 要 ， ； 

就有 maxf %-^! <8 ^ 

QU' 1 * 

这就证明了解对迈界条件的连续依赖性.定理 证毕. 

对于泊松方程的狄利克雷外问题或苫在无界区域上的狄利党 
雷问题,利用解在芄穷远处均匀地趋向于零的 条件： 

^^咖 ， Vt S !) & 0 ( r ™〈2.20) 
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及极值原理，同样不难得到癬的难一性及尖于边輿条件的连续依 
赖性.事实上，设〜是所考察的泊松方程狄利克雷，外问题的 
两个解，则 一崦是调和函 数,且满足 《| r = o 及 ( 2 J 0 X 若《 
不恒等于攀,则必存在一点 I 』使不妨设 u ( M )> Q t 
以表示以原点为心、 Ji 为半径的球面.取丑充分大，使点见 
落在由 r 及所围成的区域中，且由沐20) 式; 可使卜< 
< M ) m 这样， 调和函数《在有界区域的边界上就达不到它在 
上的最大值，与系 2 .1 矛盾，于是《只能埠等宁零，这就证明 
了泊松方程的狄利克雷外问^的解的唯一性.此时解系于边界条 
件的连续依赖性也可以类似地加以並明 '( 作为习题), 

习 匾 

1. 设 G 为有界区域， f 为其迫界，证明等值面边值问舷. 

{ 如 =f t 

«|r = c ( 持定常数)， 

(已 知 常数〉 

有解的必要条件为 


jo f < ^ E= ^o* 

2.若 W € C \ Q ) n 是如下等值面迈值问题 

{ 山 =/j 

** lr = o ( 待定常数)， 

\ r ^ 必 =4( 已知常数） 

的解，证明此问题的一切解增可以表示为《和任一常数之和的形式. 

3* 设 d 为三维空间中具光滑边界 r 的有界区域，《在 o 中调和，证明 

rO , (若此。在外>, 

- 3^(^), (若 在 r 上)， 

(若 吣在 £3内）. 

4. 推导二维倩形的基本积分公式13乂 
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ixt 


5. 进 D 为以 M c 先球心、: H 汝半径的球， u ^ G ^ QynC ^ m , 且在中 

调和，证明 

U ( M 。卜 

a 

6. 设 U 为区域 a 中的二阶连续可微函数，如果对 G 中的任一球面 ff . 
都成立 

L 会舫。 0 ， 


证明 M 为中的调和函数. 

7. 利用基本积分公式证明处处满足平均值公式的二阶连续可撖函数一 


定是调和函数. 

S. 设£3为《维空间中的一个有 界匡域 ，其边界为 
nCHG) 是卞述定解问魎 的解： 


3 


[ w | r =0, 


du 

dx f 




= 0, 


证明若 


则 w 曰 0, 其中 e { x )< O t 面矩阵 (％<>)) 在 》 上正定 • 
9. 举例说明当 c>0 时，方程 


dhi 

Bx ^ 


d^u 


+ (JM = 0 


的狄利克雷问题的解的唯一性不一定成立 * 

10. 设为有界区域, r 力其边界，证明泊松方程的第三边值问题 


Au~f, 

a > o ) 


的解的唯一性. 

11,设 u 力区域公中的二阶连续可撖函数，在 d ±连续，且血 二 />0, 
在£3的任何内点的俥都不可能等于《在上的上界的数值* 


§3格林函数及其应用 

/ f 

3.1 格林函数的定义及性质 

先仍以三维情形为例来进行说明. 

对于在区 域卩中 调和』在豆上焉有一阶连续偏导数的函数巧 
我们已有基本积分公式 





咖卜却(_|(忐)-忐 f )—. . 

(3.1) 

其中狗,知)为 i? 中任一内点，这个公式用、《及其法向导 

I. I 

数I在边界上的值来表眾《在 D 内部任一点的值.由此自然使 

k. 

我们想到能否利用它来求解调和方程的边值问题.但由于这个公 

式中同时需要 U 及^二者在尸上的攀值,所以还不能茸接利用 

它来求解狄利克雷问题或诺伊曼问题.以狄利克雷问题为例，其 

■ ■ 

中《在 r 上的值是给定的，低 t 在 r 上的值事先并不知道，必 

须在整个区域 o 上求得问题的解以后才能决定，因此不能直接利 
用 （3,1) 式来进行求解.对诺伊曼问题的情况类似. 

那么，能不能有一个调和方程的定解问题，在区域0的边界 

尸上同时给定 m 及的值作为边界条件呢？这是不 可能味 .因 

为前面已经证明狄利克雷问题的解是唯一的，所以对调和方程而 
言，给定了解在边界上的值已完全确定了解在边界上闻法向导觳 
值，而不能事先任意指定. ， 

这样，为了利用调和函数的基本积分幸式来求解狄利克雷问 

题，必须设法在这个公式中消去含有^■的一项.这就懦要引进 

卞述 的格林菡軚的概念、 

已知 u 及5为 d 中七调和 S 数,且在乃上具有一阶连续偏眷 
数,那么就成立格林第二公式 

(3,2) 

r ' . ■卜 

将 (3 式与 (3.2) 式相加，得到 .. . 

■T 
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til 


1)(3.3) 


\ 4^r Mt M V 枷广 … 一 

其中丑0为 o ‘的任一内点.因此，只要取函数 fi ^ iK 见邱>), 
使它对变量 1( 视 馬为参 变量)满足 

t (3-4) 

就可以消去上式中含 I 的积分项，这样 (3 .幻式就变为 


u ( Mq ) ** — dS]£ t 

r 


其中 

Q { M S 札札風 )). （ 3 .句 

43F^3f + 3f 

因此,调和方程的狄利克雷问题 

r 4 u^ 0 f ( 3 . 6 ) 

的解就可以表示为如下的 形式： 

M ^) d 8 u . (3,7) 

r 

用 (3.5)式表宗的函数<?(览， 龙 o ) 称为格林禹数 I 利用它就可 
以得到狄利克霄问题 (3. e ) 的解的表达式 caJX 这个方法称为格 
林函数法 .. 

这里指出，从上面的推导过程苛见，若 〆 m «») 关于变纛龙 
在3上具有连续一阶偏导数，且狄利克雷问题（ 3 . 6 )的解存在并 
具有同样的光滑性（在 G 为无界区域的情形，还要求在无穷远处 
有适当的衰减条件)>那么公式( 3 . 7 )一定成立*然而，在实际求解 
的过程中，上面这些要求通常是无法或无需事先得到保证的.因 
此 (3.7) 只给出所考察的狄利克雷问題的形式解.在求得格林函 
数 G 并得到形式解的表达式后，为了证实它的确给出问 題的解 ，还 
必须进行骏证,完成求解的综合过程 ■ 
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这样，用格择®数法求解狄利克雷间题 (3.6), 有两个吿隳，第 
一步是求格林 函数沒 ( Jf , 并得到形式解 (3.7); 第二步是验 

钲形式釦 (3.7) 是真主的解,即澉足 (3.6). 

由 (3.5) 式，为了求格 林豳数 $只要求解定解向题 (3.4) .这 
里， （3.4) 仍是一个调和方程的狹利克莆间题，所不同的只是边界 
条件具有特殊的形式.对于一敢的区域^要证明这种特殊的狹利克 
雷问题的解的存在性，和证明在这个区域上一般的狄利克雷问题 
' 的解的存在佳通常是同样困难的.但是对于一些特祆的区域：例 
如球、半空间等等，格林®数却可以用简单的方法求得.此外，格 
林函数仅依赖于区域，而与边界条件无关.因此，如果求得了某个 
区域上的格林函数，那么这个区域上的一切狄利克雷问题的解就 
可利用格林函数通过积分公式 (3,7) 表达出来.另，方面 ，在 已知 
狄利克雷问题解的存在性后，还可以利用公式 (37) 来讨论解的性 
质.这些都是利用格林函数法的 优点. 1 

下面我们将对一些特珠的区域介绍格林函数的求法 * 在此之 
前，我们先在格林函数存在的前提下介绍格林函数的一些重要的 
性质. 

由格林函勢的定义 (3.4) 及 (3.5) 可见，格林函数(?(龙， 3^) 
和函数都是变 量邶的 函数，同时还是参变量的函 
数，由格林函数的定义及公式 (3*7), 不难诬明 

定理 8.1 格林政数(?(1况 0 )除去況況0外> 关宁变置双 
处处满足调和方程；且当 Af — 财0时,沒(及，好。）趋于无穷大，其 

奇性和基本解相同.$外/在边界 f 上況。)恒等 

于零， , 

卑理 3.2 



利用调和函数的极值原理 * 不难证明 
定理 3.3 在区域£3内成立 
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, jtf 0 ) <. 丄 ， 

. 利兩导^本积分公式相类似的方法，我们可以证明 
定理31凌龙 l 为区域《中不 相重‘ 的两点，则 
<^{M U M x ) } 

即格林函数卩关宁自变量血及参变童凡具有对称性. 
这些定理的详细证明留作习題. 


3.2 »电源象法 

现在说明格林函數在静电学中的物理意义，并由此在特殊区 

域的情杉浴出格鉍函敖的求法. 

. ■ . 

设在点处放置一个&单位的点电荷，那么它在自®空 

间所产生的电场的电势为如锻在点的点电荷被包 

围在一个封闭的导体表面 r 内，而这个导体的外表面接地，则池 

时在内部电场的 电备就 可由此点电荷所户生的电势■以 

及导体内表面上感应(负)电荷所产生的感应 电势一 g ( M , 況。)这两 
部分合成, 仓夺导 体表面 r 上恒等于零.由此,立刻可见 g ( M , 

恰为问题 (3.4) 的解，从而在 r 内部电场的电势就可以用格林函数 

^TM t M 

■ - ■ *> 

来表示.因此，求格林函数的问题就归结为求这个感应电势的问 
題.当区域的边界具有某种特殊的形状时，这个感应电势可由 
对称性用简单的方法求得. 

假设在 r 所包围区域 o 外也有一个点电荷,它同样产生一个 
电势.如果这两个点电荷所产生的电势在 f 上恰巧互相抵消，那 
么这个假想的点电荷在 o 内所产生的电势就等于所要求的感应电 
势.可以想象，这个假想点电荷的位置应该是关于尸在某种 
意义下的对称点.这种利用对称性求格林 a 效的方法，称为静电 




源象法(或称铣象法）.这种方法，由于利用了对称性，所以只能用 
来车具有某种对称性的特殊区域上求格林函数，而且这种假想的 
点电荷有时也苛能不止是个.作为铜子，下面我们对一些常见 
的特殊区域介绍其相应的格林函数的求法. 

【例11】上半空间的格林函数. 

设区域 D 为上半空间3>0,馬(％,孤知)为其中的一点.此 
时易见，若取血：为札关于的对称点，即札 - （以队 


一知乂那么相应的格林函数就可表沄为 


卩(礼 M q ) = .4wrifjf .7 4 兀 


(3:8) 



【例？.2】.球的格林函数. 
设1为以原点0为球心、 
B 为半径的球面，岛0^ % 
勿) 为球内任 一点， 暂设它不是 

原点.在点放置一个 i 

单位的电荷，徉半射线 ojf 0 . 上 
截取线段 OA ，便 

(3.9) 


其中 pa = ^0M i3 pl = Toili , 称点丑1为见。关于球商瓦 '的反决,点. 
设 P 是球面 [ 上的任一点，考察三角形 OPJf 。 及(秦 : 见图 


4.1), 它们在点0有公共角， to 夹此角的二对应边按 (3.9) 式是成 


比例的，因此这两三角形相似.由相似性得到，对球面 K 上#意 

一点 P 必有 1 

B 

TMtP = - 

Po 

假想在点況 i 处有一点电荷，根据上式，为了使它所产生的电势在 
球面上恰巧与況 Q 处点电荷所产生的电势抵消，只须假设在 Mi 处 

I 

的点电荷带有电量因此， 

• 4m po ritji 
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而以瓦为边界面的球的格林爾数为 
氧 M ^ U - 


R 


hr) 


(3*10) 

■TifaJf py fu 〆 

(3.10)式是在假设也 0 不是原点时推导的 .. I 如果 JfA+0 为原 
点:/显见 


耐足 0 卜去(士-益 


4^ Vtou () 

但由( 3 別式并注意郅邺时況。的庠演点在无穷远，易知(^^是 
(3. i 0) 式当内->0蜻谿®限情况.因此球的格林函数 G 可统了地 
用 (3.10) 式表汞/ ^ ’ 


在二维的情形，利用基本觯 


格林函数可以和 


维情形一样的 定义. 对一些特殊的区域，格林函数也可利用静电 


源象法求得. 


【例上 半平面 的格林函数. 

与扬 i 3.1 类似地可#上半平面 gX ) 的格林函数为 

G ( M t Jf 0 ) = ^ ln -^, , (3.12) 

其中％力取 0 关于 t /-0 的对称点. 

【例3.4】圆的格林函数. 

用与例3 . 2完全同样的方法可得以原点0为中心、议 A 为半 


径的圆的格林函数为 
G { M } if 0 ) 


— In 一 之 〜 

2rs 矿 Jf,3f 


In 


B 


(3.13) 


山 r po^Jfi 

其中 ifi 为关于圆的反演点： papi^^j 其中抑 =i i'0K tl pi 


【例 3.5] 四分之一平面的格林函数. 

设区域 公为第 一象限 {(«, 汉）|^>0, ^>0}, M q ( xo , 3/ 0 )为其 
中的一点.此时，利用镜面反射，可得财0的三个对称点 
M^Xoj 一 ? A >) 及此(—％ —办)，面相应的格林函 

数为 




m 
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rir,a 


(9 


3.3 调和方棰狄利克竃问匾的解 

上面我们已经对一些特殊的区域求得了格林函数，于是利用 
表达式 （3.7) 就可以得到调和方程在相应区域上的狄利克雷问埋 
(3 A ) 的形式解. ' 

以球上的狄利克雷问匾为例，其格林函数由〔3 +10) 式给出，为 
利用公式 (3 艾)，需要计算 f 在^面反上之值 .. 因为 . 


1 


1 


V po + P 3 - ^2 p^p COS V 




V pl-hp^ — 2pjfi cos y 

其中 p - roM f r 是和 ^ 的夹角(也是 和 ® 的夹 : 角), 
由 (3.10) 及 (3.9) 式 




1 


4 ?r \^J j0o+p a 'cos "7 


R 


V 咖 3 — 2 popii a ooe 7 + 


更) • 


在球面瓦上， 


BG ' 

dn 


BQ 


p—R 




=s 


1 J p - pa<my . 

l"(po+p a — 2pop oosyj^ 

H ( plp - E 2 po ^ QBy ) 1| 
( pip 2 - ^ pE a cosr + E 4 ~)J U « 

1 R s -fi 

4^H" (i^— 2 五内 003 7+ ㈣ 尸 /a . 


因此，由 (3 J ) 式得到狄利克雷问题 (3.6) 的 解的表 达式为 
仰 0 卜 4 ^B U ( J 2 S - 炉（血） 孤， 


(3 ⑽ 


或写为球坐标的形式 
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p (an 广沉 


X 


便如叫 


(3.150 

其中( ㈨ 、种）是点馬的球逛标，（及 A 炉）是球面足上的点 
M 的球坐标，而 cos 7 = cos 沒 oos 0 十 sin 0 sin 沒 0 cos (央一押) . 

(3,15) 或 (3.15') 式称为球的泊松公式. 


在半空间的情形，由于在边界*=0上, 


d a 


dn 




■，而在 


Oil 


1 


3z ( rp ~ rKo) a + ( g / — J / o ) + (« —^ o ) 1 


霄) 


V ( ①一无 0 尸十（沒 一 3A>) a 屮 （《+ 

2 ^ — 

由 (3 JL2 ) 及 (5.8) 两式可得相应的狄利克賈问顒解的表达式 〈称为 
上半空闽的泊松公式）为 

^ ‘ irfUl - [(卜 W a lH ) a +4 i ,^ 

(3.16) 

对乎 H 上的狄利克雷问*，我们有 . 

1 _ 1 
TmIu n/ p?+〆 一 2popoos y 

t _ 1__ 

Tjf*ir V 蜉十 p 3 —2pip 008 7 

其中 7 是涵。和涵的夹角.设此的板坐标为“丑的 
扱坐标为 ( P , 60,则易知 ， 

C 09 7 -= cos (茯一 6。) _ 

再利用 pftpi = i2 a j 可得在圆周上成立 
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3 G &G 


dn dp 


1 B 

~2 x ~^p 


In 


-h,p 2 — ^pop cosy 


In 


n 


s / pip 3 - 2 pop - S a ooev + J 2 4 

— 1 R s - f ^ 

— 2Mpo ooey^-p^ • 

于是由 (3.7) 式可得圓的泊松公式为 

' 及 3 -4_ 


^( po , 


A ■ 

警 


2 气 


2- S / Jocosr+Po 


^( M)dS 


譯丄卩' (妒一 pg)yW 

2t?r Jo jR J 一 oos (^ 一 ^o) ^~Po 

它是圆上狄利克霄问题的解的表达式. 


(3.17) 


3.4 解的验证 


正如前面一再强调的，我们至此还只是得到了定解问题的形 
式解，究竟它们是不是相应问题的真正的解还需要加以验证.为 
卞货 便计， 裁们这 里仅对圆土的狄利克雷问题的解的表达式 

(3.17) 进行验证，对球及半空间等情形的酴诳可类似地进行. 

.率理 3.6 设 〆 幻* (9 的周 期为如 的连续函数，那么由 

(3.17) 式所表示饱函数是 Bi 狄利克 t 问题 (3.6) 的解. 

1 - 诂明由定理3.态当 M 及苋 0 为圆内的不同两点时，成立 
0 ( M f M 0 )= G ( M ^ 苋)， 从而如 ,0( 足 设(取 j , 

0, 再由仔的表达式 (3.13), 当时 ，6 s 是各个变量的无穷 
可微函数，因而么 fA 汾 d 馬 )=0, 其中知 

表示关于变量0在任韋方向上的一阶偏导数.于是，由 G 的 
光滑性,当苋在圆周 r 上时上式也成立(览0为圆内任一点).这样, 
在 (3.7) 中将求导通过积分号（因及。为圆内的点,积分无奇性)；就 
得 

n 、 -翠 
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r 

这证明了 （3.17) 式表示的函数 a ( M 0 ) 满足调和方程. 

现在我们证明满足所给的边界条件,即证明 

lira u(p 0f (? 0 ) ^<p{0^), 

事实上，利用史沙)的周期性，可将 (117) 式改写为 

1 f1s 


W(POj 沒 0) 


2? t 7 






(3.18) 

(3.19) 
M 


又由沒的具体表达式 (3. 1 3 ),此时穿(也， l 0 )=^ ln ^- 对 


变量血在整个闭圆域上无穷可微』因此由定理 3.2 可得 


1: 




2 teJ 


■^一 pS 


^ 逆 一 2 i ? j 0 ocos 沒 +p 苦 


d $ 


(3.20) 


由上述两式就得到 


^(poj ^o) _ <P (^*) — 




2 w J It 9 ^- ^Hpn oo 3 0 * 


x ( jp (9 + 知)一史 (扣 )） 舶， (3 -21) 
由 炉的连续性,对于任意给定的 s >0 } 存在 正数％使当 P | 且 
\ 0 o -^\< V 时，成立 




t 

3* 


( 3 . 22 ) 


于是，可将 (3.21) 式改写为 
u(po 3 % 、 ™f(^o)r( 


-V J* 士 ” 

十 j -。 




R ^- pI 


2RpQCOB&-\rpl 

X (<p (0 4- ^o) 〜史(沒 5)) 即 
其中 ，由 (3.22) 式及 (3.20) 式， 


1 T 1^ - 1 - ° _ ^ PO 

1 a| 3*U 兒一 2 丑押 00^+4 


< 




M^pl 


dB 


S - 

T * 


2饰 3 J -■ 衣』一 2_ S ^ qOO 0 沒十 g 
此外，当 ee d 时，有因 Jfc 

iS 3 - ^Rpn cofi ^ 十 p §>_ S 3 — 2 iJpo cost ) 4- p ! 



1M 


第四牵调稻方枵 


(iS — po) a 十 2Hp( > (1 — cos rf) ^ 4Rp 0 fdn 2 ^- 


>O t 


于是，若设 k (❸ I 必尨，就有 

—. 2MdO^~ — if , 

兀 17 4i?|0 0 aiii a 音 4Bpo sin 3 晉 

这样,必存在正数 A 使当 | 内-丑 | <5时，成立 

^ IW 音 . 


类似地可得 

综上所述，当|你— is|<s, I 呢 I <巧时，成立 

W ( A >: I < e , 

这就证明了 （3,1S) 式.定理证毕 4 


35二维单连 通区域 上的格 林函数 

在袅3. 2 中，我们已对特殊的区域求得了格林函数.在二维 
的情形，我 fllSS 可借助单复变函数论中共形映照的办法來求得一 
般单连通区域上的格林函数. 

设 O 为 h W 平面上的单连 通因域 ，其边界为 r; 0为 (t W 
平面上的单位圆内部，其边 界为& 任取 记 $+ 
iy ， 叫=%+也._由关于共形映照的黎曼定理，存在解析函数 
/fe 将区域石单叶地映照为平面上的闭单位圆 G 
将 D 的边界 f 映照为 Of 的迈界見将点 S ! = 3 o 映照为坐掭原点 

if； — 0； 

/ fe, s*o) = 0, (3 4 23) 

并且满足 

fn(^t ^o) (3.24) 

现在我们证明 

叫，㈣， ^ )= i ln 175rOT ( 3 .如) 

就是 JH： 域 a 上的格林函数.为此我们只需诬明 
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( ii ) 将 G 改写为 


m ^ e / o)-^in | 1 丨 - M ^ JstL \ 

2 ur 丨2 — 勿丨 2亦 af — r 

那么可以补充定义 /(gj ^ 在; 之值,使右端第二项关于 
(®j y ) GO 为调稗. 

注意到化尸时 ， /fc 2 b ) G 見故 |/fe 2 o )\^ l f 于是 ( i ) 成 
立* ■ 


由 (3.23) 式 ，当# %时， 

fO^o) — /fe gp) — /(gpj gp) 

^- z 0 s - z 0 r 

注意到上式右端在整个区域 o 中为 2 的解析函数，按上式补充定 
义 f (^ go) 在 s = 如 之值后, 瓜 W 也是一个在13中的解析函 

艺一 ％ E ： —知 

数.当#办时, / fe 知)#0,从而^而当 s =% 时，由 

£? — £?o 

(3.24) 式 

«o) 癸 0 . 

因此解析函数 瓜。 在 G 中恒不为零,从而 

Z~Zo 

J^Xn 作 ，私） =— Ke(ln 也 》 ■ ) -) 

是 6 y 的调和函数. （ U) 得证 • 

现在我们来验证，当 G 本身是一个圆时，利用 (3.25) 式将给 
出与 (3.13) 式完全一致的结果 • 事实上,设公为以用为半径、原点 
为圆心的圆域，知为公中的任一点，将 O 变为单位圆内部并将句 
变为原点的共形映照已知为 





其中 a 为任意实数，囱 （3. 油)式，格林函数为 
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3 四审谓和方程 




In 


In 


n 


2^ 2^ I K 1 

经过简单的计算可 k 上式与 (3.13) 式一致. 


m \ 


习 题 

1. 试求单位圆外部 K 域上的格林函数，并导出相’应的狭利克雷外问题 
的解的表达式. 

2- 试用静电源象法求半圆形区域{(% y )\ x ^+ y s < l J j/>0} 上的狄利竞 
雷问题的格林函数， 

3. 试用典形映照的办法求 M 3半闽形区域上狄利克.雷问题的格林函 

数. 

4. 求单位球内的调和函数，使其在单位球面^ = 1上取值力 
这儿 t 忉表尕球坐标. 

5. 求在以原点为心、 a 为半彺的圆屮为调罚 ； 而在圆周上取下列值的 
函数： 

(1) ^ eos ^； 

(2) t * l 0 =^ + £/ sIn ^, 1 

其中 A 及 B 为常数 t 0力极角. 

6. 为以原点为圆心、 B 为半径的岡周， V ) € 试用直接计算验 

证 . ，， 

_ ^-PQ _ ' 讲 一 xhl ' 

— ~ - 2Kp Q cos i&-d a ) + pi -y^y 

关于变量 0^%) 在^ i 的内部调和. ' 

7. 设 P 为连续函数，且 ^ 


lim q >{ w , 

验证上半空间调和方程狄利克雷问题的衷迖式( 3 . 16 ). ' 5 

8. 设区域整个包含在以原点0为中心、 B 力半径的球 H： 的外部, uCr， 
$, P ) 是此区域中的调和函数，其中 （f, A p) 表示 D 中变点诞的球坐标*设 

则点 M 1= (n, 0 f 少)就是点 M 关于球 £： 的反浪点，从 MO, 6 0 

T 

到 M x ( j lf $ } p) 的变换称为 逆矢径变技或反演 变换.以 仏表示 P 的反演 
区域，试证明函数 





H 调忉凼效的拉负 
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' < py ^ — u ( ^ } 

ri \ r ^ / 

是 K 域 fli 中的调和函数 Gi = o 的点除外).函数 A p ) 称为函数 

B } 供〉的說尔文 〈 Kelvin ) 变换 t 

H 调和函数的性质 

调和函数是一祌具有很好性质的圉数，除了前 面已经介结过 
的乎均值定理及极值原理等以外/这里再以二维情形为例介绍调 
和函数的另外一些重要性质，其它维数的情形是完全类似的. 

引理 4.1 设 u 为区域 G 中的连续函数.若对任何完全包含 
在 G 中的圆 Or (其圆心记为 ，(心 〆)，半径 E 为句，恒成立 

i^-2i?p 0 cosd^>)+pg 

' xu { 3jl *-\- Bcm9 3 f /*-\- Mmn9 ) d9 ? (4-1) 

其中 if0(®。， 如）为圆内任一点， Po = 札为 5*So 与 ® 轴的 
夹角，则 W 必在 D 中调和;反之亦然. 

证明由圆的泊松公式 (3, 17)，在 <4.1)式成立时，《在圆 Cf 
內都之值恰等于以 w 在㈢周上的值为边值所求得的调和方程狄利 
克说问题的解，因此 K 在 C 内为调和.由 O 的任意性，《在0中 
力调和. 1 7 

反之，若 w 在卩中沟调和，则由狄利克雷问题解的唯一性， w 
在圆 C 内部之值必等于以 u 在圆周上之值为边值所求得的调和方 
樘狄利克雷何题的解.于是，由圆的泊松公式( 3 .打)，易知 (H) 
式成立.栴理证毕. 

定理(哈那萆 ( Harn ^ ok ) 第一库理）设 G 为有界 K 域, 
其边界为五.如果函数序列{叫> 中的每个函数％都在 D 中调和, 
在召上连 续/而 a 这函数序列在^上一致收&则它在 g 上也一 
致收敛,并且其极限函数奴也在 n 中调和，在石上连渎 • 

证明记 

按定理假设， {A} 在尸上一致收敛，故对任意给定的 s>o, 荏在 
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及，使当％ 时，在 r 上处处成立从时由极值 

原理，在点上也有 i 〜- 于是，由一致收敛性的柯西判别 
法. {*4} 在万 上也一致收敛，其极限函数《当然是石上的连续函 

数. 


现在我们证明 w 在中调和.为此，由引理 4.1, 只需证明对 
G 中的任一卓《在以血*、为圆心、及为半径并完全含 
在 a 中的圆 c ^( jr ) 上球立 (4.1) 式.由于％为调和函数，对于 
此圆内任意一点财0(%, %),由引理 4.1 知 

y , u h { x *-\- RGOs 0 t y k -\- R ^ 3 \$') d 9 f 

其中 Po ^ r ^ <# ^为茄^和 $ 轴的夹角* 

在上式中令取极限，由一致收敛性弁利用 (3. 2 0)式，就 
得到 (4.1) 式，定理证毕. 

51理 4.2 设 A ( Jr ) 为以为圆心、及为半径的圆. K > 
( jt ^ O , 1, 2,…）为在 0 B ( JJT ) 中单调不减的调和函数序列.如 
果 Urn 存在，则{叫}在<^(财，中处处收敛于一个调和函数 

If — « 

«，并且对任意正数 P < K 这种收敛在 O f ( M *) 上是一致的. 

证明不妨设血"为坐标原点.令 

%_1 ( i '— 2 } •■-), 


则 ^>0, 并且在 Os 内调和，设 Oo , %)为0^中的任意一点，而 
p < A 以(私 ⑹ 表示点 (化 抑)的极坐标，由 (4.1) 丈有 


咖，抑卜去£ 




2 Jipo 008 ( 汐— ^ o ) +Po 
x^ fc (iJoos Itm\9)dB r 


注意到 


{B — poY^R 2 -' 2iJpoeos (0 — Oo) +p5< C-^+ptt) m j 


利用 ^>0, 就得到 

1-^ ^(Soo6^ BsmO)de 
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v fc (iioo9^, i?em^)<itf # 

再利用平均值定理，就得到 

|^-^(0, 0')<n(^ Vo )< (0, 0). (4.2) 

由于％ — I ： 由上式及{%0>， 0)} 的收敛性立刻得到 

k 了 m +1 

iu ,( xo f 灿>}在 Cf p 中的一致收敛性.再由哈那克第一定理及 P 的 
任意性即得所需要的结论.引理证毕+ 

定理 4*2( 哈那克第二定理）区域上 的一个 单调不减的调 
和函数序列，如果在一内点收敛，则在 G 内处处收敛于一个调和 
函数，并且这种收敛在 G 的任意有界内闭区域上是一致的（内闭 
一致收敛). 

证明设{%}为0上的单调不减调和函数序列，它在一点 
及 oG 公收敛.任取尨如证明极值原理那样，将见>、及两点 
用完全落在 O 中的折线7；连接，再用有限个在 G 中的圆覆盖7, 
然后一个圆接一个圖地依次利用引理就可推得{%}在血点 
收敛于一个调和函数％从而{%}在 D 内处处收敛于调和函数 A 
设 f 为公中的任一有界闭集，由有 限覆盖 定理，存在有限个 
完全落在口中的开圆 G 覆盖因丨为闭的，所以述可以将每 
个圆 A 的半径稍许缩小一点，使椿到的有限个闭圆兒*同样覆盖 
F r 因{%}在 G 中处处收敛，特别在的 ft 心及*收敛.由引理 
4*2, 在 iTi 上一致收敛，从而在7上一致收敛.定理证毕. 

定理 4.3( 解析性定理）区域 G 中的调和函数 wGWo) —定 
是解析 函数』 即对任何 y *) eu ( M 0 ) 必 可在’ 点近旁 
展开为 (叫- 灿一 sO 的收敛的幂级 数- 

证明二维调和函数作为单复变解析函数的实部，这一点是 
显然的.这里给出一个利用圆的泊松公式来怔明的方法，它在髙 
维情形同样适用. 

不妨设 I * 为坐标原点0,以0为心 、丑 为半径作圖(其圖 
周记为汉 js ), 使仏完 全含在公中.対圆 Cjj 内的任一点札，由圆 
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的泊松公式，有 


= 


ii a - p 5 


2sr Jo — 2Hp 0 oos(0 —0 O ) +^>o 

xu ( McjyHO f JR sin B ) dO 

1 ^-Pl 

2t^H . s m 




(4.3) 


其中为 Oi / 和边轴的夹角 j 札为0札和 ic 
轴的夹角. 


上面积分中的核函数为 


S^—po _ (a/ft+g/o) f, 

^*jr»^r ( 岛 ) 一 ®) a +(^o— 沒 ) 3 • 


我们要证明，它在原点的近旁可展开为 (％， 抑）的收敛的幂级数， 
且此幂级数对 (a p ) es £ 为一致收敛.事实上^此核函数的分母 
可写为 

#+^3一2(%3? + 女收）+；^+3^ =纪 [1 + X] 

的形式，其中 咖， g - 全虼 , 

对 (a y ) es 如 当(％, 灿) 在原点近傍时，可使 

| X [<«<1 

注意到（1+尤)<在可展开成尤的一致收敛的幂级 
数,就 tc 刻得到所要骞的结论. 

再利用逐项积分，由 (4.3) 式就可得到 w(i D ) 必可在原点近 
傍展开为(吻，如)的收敛的幂级数.定理证毕 * ^ 

定理 4.4( 刘维尔 (Lion v m e ) 定理）在全平面上为调和的函 

数如果有上界或下界,则它必定畢常数. 

证明 设 M 为全 平面上的调和函数，且式不妨设4=0, 

即设因为否 则可取 《- 4代替《来进行讨迨. 

设血。为平面上任意一点，令 ii>r G M B =po, 由 （4.1) 式有 

{M ， 1 _ u^-pl _ 

^ 2jr Jo — 2iJpo00s—^o) H-po 

xu{Roo&0 ? Bw9)d$ 3 
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其中知为 OJlf 。 和® 袖的夹角.因为与引理 4.2 的证明类 
似(:见(4,2)式乂有 

§=^< 0 ) ^(0), 

在上式中令«>，得 

u ( M q ) = u ( 0 ) f 

于是由财。的任意性知《在全乎面上为， 常数， 定理证毕， 

定理 4 . 5 ( 可去奇点定理）设函数 3 /) 在点的一个邻 
域中除 Af D 外都是调和的，如果在及 0 的进旁成立 


:(Jlf)==0(l)*l] 


1 




( 4 . 4 ) 


{ 


则（如果必要）可以重新定义《在血<> 点的数值， 使奴在虹0 点的 
整个邻域中（包括血0点在内）为 调和. f 

证明 以血。为囫心、 P 为半径作圆使其整个落在所述的 

邻域中.记0,的边荞为求解下述的狄利克雷问饀， 

0 / 

由 S 3 中的结果，此问題的解 w 是存在的.如果能证明在中除 
M 0 点以外成立 u ^ v f 那么令 = 即得所桌求的结论 • 
任取 M ^ M 0t 我们 只寒证 明对任意给定的正数〜 

成立 

|w(if # ) - v(iT) I <sln . (4.B) 

为此，考虑函数 -I ， 


—巳 -±( W (^0— 史(及)）， . i . 

只要证明， 

(4.6) 

利用 (4.4) 式，并注 意到价 为有界函数，可取 W > 0 充分小使 
7 }< TM ^ f , 耳成立 




In 


丄 

V 







l 4 d 


第四聿调和方裎 


i 


及 8 ln-f=±v\^ 0 J ' 

v 77 

其中氏为以为圆心 d 为半径的圆周 4 咩&与 &所夹的区 
域仏中，叫 a 作为变量屉的函数,满足 
r 0, 

Wi，a U 广 0 j 

* Wi,s U n = sIn ^ ■土 (u — u) I 〜 

. D (i l!i i ±w )L„ +( sln 为 4 L >0 ， 

故由极值原理得在中 

特别躭得到 (4.6) 式.定理证毕. 

定理16设 K 域的边界 f 适当光滑，《在^3中调在 
召上连续且不恒等于常数 • 设《在边界点双0达到其在 G 上的 
最大值，且《在丑。点的外法向导数存在，则必成立 



其中 rt 为 f 上的单位外士线方向 • 类似地，在达到最小值的边界 
点,1/的外法向导数必小于零- 

证明过 ifo 点作一半径为丑的圆便其圆周与了在 
点相切，且的内部全落在^中*由极值原理,^中的 
值应严格小于 

设之圆心为 AT , 我们设法在私^ 与沒 | 所夹的圆环域保中 

求满足下面条件的函数％ 

(1) 在(？内山 <0. 

(2) 1?£0°(3乂且在心上穷运0. 

(3) 1；在龙。点的径洵导数$大宁零 - 

如果这样的 v 存在，那么选取充分小的正数 < 可使函數 
w — 8 D 满足 




H 调和函敢的 _ 


HI 


w ( M ) (4*7) 

紙 | Sf < w ( j ¥ o ). (4.8) 

事实上，显然有 

W (及） U DM = 切〔见0), 

这就是 ( 4 . 7 ) .式.另一方面，因为在~上《(屉） <«( U , 故 

a ■ 

于是若记 S = m (J/。）J.= nms: \^}{ M ) |, 

则当 s < I 时就有 

w(M) |3 B <max u(M) — 8v(M) 

I JU 


^n(Mo) ― (d + 8v(M))<u(MQ)^w(Mo) r 


则成立 ( 4 . 8 ) 式. 

由 （4.7) 及 (4.8) 两式，奶 (Jlf G ) 是 w 在沒 的边界上的最大值， 
再注意到 Aw ^= Au - eAv ^ - aAv > O t 切 在^ 的内部不可能取到 
最大值,于是 w (及 0) 也是切在上的最大值，所以成立 

dw ( Mp ) 


从而 


dn 


> 6 d < M ±>- = £ ^(/»1 >0 
on or 


这就得到定理所要求的结论. 

现在来说明满足条件 (l)i (2)、 (3) 的函数 f 是存在的,事实上, 
若取 

v= < r)= 去一 

则不难验证条件（1)、(2)、(3)满足，定理怔毕. 

系4+1由定理 4. G 可以立刻得到泊松方程的诺伊曼内问题 
的解在相差一 个任意 常数的意义下的唯一性.这是因为相应的齐 
次柯题 






的解只能恒等于常数」否则 W 在边界上取到最大值的点处其外法 
向导数应大于零，这与齐次边 界条件 = 0矛盾. : 

» I 

习 题 

1. 证明三“空间中调和函数的可去奇点 定理： 设函数沁沁在点 
M a 的一个邻域中除 Mo 外都是调和的,如果在的近旁成立 

则可以重新定义《在点的数值，使《在 M 。 点的整个邻域中为调和. 

2. 如果已知三维调和函数 w ( M ) 在奇点2附近能表示为丄的形 

r AM 

式，其中常数 ( o , I ], 是不为零的光滑函数，证明在4点函数《趋 

于无穷大的阶数必与相同，即 1 

3. 利用 S 3习题 S 中的凯尔文变换及习题1中的可去奇点定理，将三维 
调和方程的狄利克雷外问题化为狄利克雷内问题+， 

4. 对在三维空.间的无界 g 域上的调和函数，_ 谜明 如舉它莰无穷谇处摄 

于零，那么其趋于零的阶数至少为0 ( i ). 

5. 设 {«*} 力在有界区域中的一致有界的调和函数列，证明叫的一阶 

偏导数在0中内闳一致 有界. - 

6. 证明射在上题中的序列彳叫},可选取一个子序列，使其在 D 中内闭一 

致收敛. ； _' Vi ; : . 

§ 5泊 松方® 

在§ 2 . 4中，我们曾利用袼林公式导出了泊忪方程的体位势 
形式的特解(形^解).现密我 ft 分二维的情形在/€0^成）的假 
设下证明 (2.17) 式所给出的锻式解 

i 

° ( 6 .® 





确实是二维泊松方程 


S6 泊松方程 
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d 2 u 




的一个特解,其中 G 为有界区域. 


(5.2) 


引理 H 设/在万上有界，则由 （5.1) 式所 S 表示的函数 
V )在全平面上一阶连续町徵，并且成立 


^ 却 (卜爲 

鸯去 [J 这 — H 一介 镇故 


(6.3) 


证明 (5.1) 式右边积分中的被积函数在 M ( S f 7 j ) = M 0 ( x t 
的时具有奇性，因此积分是含参变量洛及^的广义积分.为了避 
免由于被积函数的奇性所带来的困难，对任意给定的 s >0, 令 


2% Tn % u 


办(見 Mo )=^ 

{ 

容易证明，於 


2^- In ( a - hbrlja ), 


(6.4) 


记 


1? 8 (^ = 咕①， v ) f(£ f v )^ S d v . ( 6 . 6 ) 


易见％ (A 3/) 在全平面上一阶连续可微，且成立 

每 v)d4 ^ 

Q 〆 、 (6,6) 

么 v )^ d v . 

规在我们只要证明，在时 a 、 J ^及 t 在 （*, W 乎 

面上分别一致收敛于 ( 6 . 幻及 ( 6 . 3 ) 右进所承的积分. 

记 F^aupl/l^ 我们有 
0 
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&3 




卜 Ajj 尸 瓜 喊如 


2 宂 11 {(if *- ®) 3 十 (?? - 3/) 

丄 _^ 


由于 

我们有 


a^-bUH 

Ml 


\ bim -^)\ 

— a;) & +d 


sO 3 ] 


di 


(卜岣 a +(”1) a V ^ WT ^- W 1 


h < 


2 ae 


JJ 


d ^ d ^] 


V (^—®) a 4-( i ?^ s/) J 


Cf—i?) , -t- (m) 1 <«* 

又由 a 及 & 的定义 ，在 d®) 3 +hi) 3 < /时,易知有 


2|5( a ?- g )| 


<■ 


«十二 ®) a 十 （n — y) a ] s 1 


于是 


^3^ 


F 1 


2sr 8 


di 


这样，我们有 


d ^> 


Q 


<2 Fs r 

同理有 

I 脊 hi 去瓜 猶和 

<,2 Fs . 

这就证明了在0时 普(%抓 -^-C^ P ) 在全平面上的一 

致收敛性.用类似的方法可以证明％ (A S/) 在全平面上一致收敛 
于引理证毕. 

引理 5.2 设/在 S 上一阶连续可微，则由 (S.1) 式所表汞的 


W 泊松方程 




闲数 w 在全乎而上除去 o 的边界 r 外二阶连续可微，记为 

证明任取 O A 以 if * 为心、 p 为半径作踟 
O p ( M *) ciQ , 对瓜。0, SOGO 乂 ，)， 有 


* 0—去 1 瓜 ㈣ 


1 


2 sc 


f(L ”如 


1 






didi } 


-V±(ps t y) y), (5.7) 

因有关的积分无奇性，且积分的梭为基本解，易见化(％ 3/) 在 
M ^ = M * 点二阶连续可微,并且满足 


由引理 5.1, 

d ^{ x t p ) 
dx 


1 


2 us 


[[/(“) 


d 




.(In 


加、 \/ (^ — + ( v ^ p ) 




2% 


*} fd , v ) 





1 


(^~®) a +(7 J -,/：. 


、 

) d i ^ v . 


于是，注意到 f 在 G 上一阶连续可微,并利用在§ 2 .3 中推导基本 
积分公式的类似方法（即先挖去一个以 M Q ( x r 为中心的小圆， 
利用格林公式，再令小圆的半径趋向于零)，可得 


cso Jiue 


x In 丄 dS 

— v)ln 

v ) y) t (5.9) 
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于此为 o P car ) 的圆周为其上的单位外法线向量.显 
然1%(心 3/) 在点一阶连续可微；又根据引理 6.1, 叫(％幻在 
全平面一阶连续可微，特别在点也一阶连续可微. 

这样，我们得到 S 在況 11 点一阶连续可微，同理 | 也如 

此.因此 w 在点二阶连续可微.由 JT 的任意性得 ^0^( Q) m 
若 在的外部，由于此时积分 (5.1) 不具有奇性，因 
此《显然二阶连续可微.这样就得到0在 J 2 3 上除尸以外处处二 
阶连续可微.引理证毕. 

定理 5. H 设/在召上一阶连续可微，则由 (5.1) 式所表眾的 
函数 1?( LE , 少)满足 

= ⑷幻执 (5.10) 

祕如 1/(®, v )> 女) 


证明由基本解的表示式， W 在0外部满足调和方程是 
显然的，我们仅需证明它在 g 中满足相应的泊松方程. 

任取 张 Q , 仅需证明 y ) 在点满足泊松方 
程 (6.2). 由引理 5.2 的证明知(见 (6.7), (6. 8 )式） 

沪 u ,沪 v ,沒 Vl 11、 


而 


Vi (®, v ) 


丄 

2 jc 


JJ 瓜 ”)ln 


1 








由 (5.9) 式 


0 3 v x _ dwx 
^ d ^ = t ~ dx ' 


04 £s 

0 ca 


+ 


h II 




f(L ^oosCn, g) 
( f - W + Oii 尸 


&一⑽ 
(if c % 


同理 


d^vx 

W 


丄 f fiL 7})cos(n f y) 
2pf J (i~ af) fl + (V 一 i/) J 


( t /- v)dB 
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恐從 4 物 




于是 

d%i g 3 处 

d^ A dy ^ 


u 


f(L v) 

，疋 ) (q — p) M 

<p — f 

^ I f j 44 


|cos(«, i) 


1 )， 峰 ^ 

V _ Ij . C * 


(£-0(v_?/)M 
ff fdL 7?) (a?-g) n) (?/-v) 

「JJ (i — ① myf 




~dg ( kj . 
(5.12) 


往上式中特取況。 = I ' 并注意到 （5.11) 式，可得 


( 3 H ^ \ 
\ d ^~ ~ df~J 

丄 f — 

2 ur 




L (們 s! (f —a;*) a + (tj— y*Y A 


+ 丄 ff Mi,v)(^-O^U^v)(v^v) d , dfn 

(5.13) 

注意到 （5.13) 的左边与 JO 无关，而在 (5.13) 的右边令易知 
第二项的极限为零，而第一项 

if — _ £(Lvl _ dS 

g — 扩尸十 f) u 

=^—f f(L V)d^f(x\ y*) 0) fl 

2urp 

故得<% 0 在点 /) 满足泊松方程 (5. 2 ). 定理证毕. 


1. 验证三维体位势 
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是 H 维泊松方码 


的一个特解,其中/为有界区域点上的一阶连续可微函数. 

2 -求解二维泊松方程的狄利克笛问题 

f ^i=Axy t x^+y^a 3 (,A 为常 数)， 

< « = 0^ Q5 a +y 3 = £l 2 , 

3 . 设半径为 S 的带电球体£：的球心坐标力(0, 0, a )， 球上的电荷体密 
度为常数试求 K 所产生的静电势在平面0=0上的值. 

4. 设空间维数为3,求球对称的电荷密度分布 Kr ) (设当 r > r c (>0) 时 

所产生的体位势.特别当 

当 0 h 为常数） 

时，试求出相应的体位势. 




——第五章一^ 
二阶线性偏微分方程 


在前面几章中，我们详细讨论了热传导方程、波动方程和调和 
方程.这三类方程虽然形状特殊，但是在二阶线性偏撖分方程中， 
却是三个典型的代表，其基本性质及求解方法都可相应地推广到、 
—般的二阶抛物型^双曲型与椭圆型方程 4 在本章中，我们将对前 
面介绍的一些求解方法作进一步的说明，并对这 H 类方程的性质 
进行比较深入的总结和讨抡. 


§1分离变量法的理论基础 


1.1 方法的回願 

在求解热传导方程与波动方程的混合问题时，我们已经看到 
分离变量法是一个有效的方法.分离变量法也可以用于求解调和 
方程在一些特殊 K ： 域中的边值问题，然而，这种求解方法为什么 
是对行的？这是我们深入理解这一方法，并进一步利用它来处理 
更一般的问题时必须弄清楚的. 

首先以热传导方程为例，简略地回顾一下用分离变量法求解 
馄合何题的过在第二章中我们讨论了问题 

^ „ r v 

其中石 表示微 分算子将问题 ( hi ) 的解 w 写成如下的级数形 
^ ( 1 . 2 ) 
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其中每一项都是分离变量的形式要求它满足 (1.1) 
中的偏微分 方程： 

T\{t ) 尤 *0) = 2\ (i) LXi(a>) t (1.3) 

且满足 ( l . i ) 中的齐次边界条件： 

^0)-足（1)=0. (1.4) 

又要求整个级数 (1.2) (形式地)满足 (1*1) 中的初始条件： 

$ 2^0) 尤 ㈤ ^ «?>(>)• (1.5) 

这样，如果能证明级数 (1.2) 收敛，而且可以逐项求导两次，则由 
(1.2) 所给出的函数 xtO , 0就是问题 (1-1) 的解， 

由 （1.3) 可得与^^■都不依赖于自变量*与 

%即为常数.十是,为了能够由分离变量法求得 C 1 . 1 ) 的级数形式 
的解,首先应诙成立如下的 事实： 

( i ) 可以找到可列个实数 2 ,…)，使边值问題 


f i ~ 入^^\， 
lX*(0)-iTi(Z)=0 


CL 6) 


有非平凡解(的. 

( ii ) 函数史 ㈤ 可以关于函数系展开戍函数项级数 

(丄. 7 ) 


对于热传导方程的混合问题彳 1 . 1 )来说，上述两点均能成立， 


因为此时 (1.6) 为 


1 X ^(0)- X *®=0, 


( 1 . 8 ) 


于是， = H …），而相应的非平凡解力 

V 

Xi (^)= sm ^ (1.9) 


再由三角级数的理论知^ ㈤ 在 [0, 上构成完备的正交函 
数系.于是，只戊 pO 〕 沪( 0 ) = 史® =0 ,它就可表示 



U 4 离交里沽的埋说基砝 


1 S 7 


为形如 (1. Y ) 的级数，其中外为和应的傅立叶系数. 

当然，为了能利用分离变量法真正得到所讨论的定解问题的 
解,诬需对已得到的级数锻式的解进行验证，这只需考察 (1.2) 式 
右端的级数是否可以逐项求导二次.级数(1，2)可否逐项求导取决 
于函数 P 的光滑程度以及关于乃 (0 的常微分方程初值问题的解 
的性态.对于热传导方程的上述混合问题.注意到应是下 
述初值问题 的解： 


于是 


1 T « ( 0 ) — (pi f 

T i {t)=<p i e~~ ir , 


a ， io ) 

CL 11) 


这里指数函数项在 ^>0 时是一个很强的收敛因子，由于它的存 
在,对级数 (1.2) 的逐项求导在^>0时就可以毫无困难地进行.因 
此，正如第二章中已证明的』只需假设史⑷仏沪(0)= 
< p { l )^ } (1.2) 式就给出热传导方程混合问题 (1.1) 的解.而对于 
弦振动方程的 M 合问题来说，由于相应的是一类三角函数， 
力保证级数形式解的收敛性，对于初值的光滑性就应提出较 
髙的要求,这一点我们已在第三章中看到. 

以下暂不考虑所得到的级数形式解的收敛性，而进—步对前 


述的条件 ( i )、( di ) 进行分析. 


1.2 特征值问题 

上面提到的问题 (1*6) 称为特征值问题，或斯图姆-対維私 
( Sturm - LioxiTil ]^) 问题*略去 （ U ) 中的下标 t 并将齐次边界 
条件记为 5 X -0 (它表眾在 a ;=0 与处应分别满足的两个边 
界条件)，则 (1.6) 可以写成如下的湛式： 


(L^K = %X t 

l^X = 0 t 


(1.12) 


易知 , Z = 0 恒为上述问题的解,称为平凡解.但是，上述问题是 
否有非平凡解存在，则与 X 的取值有密切关系.若对于某些特定 
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的入值， （1.1 2 ) 有非平 凡解， 则称这样的 X 值为 特征值 （或 固有 
值) .当 X 取特征值时， （1.12) 的非平凡解称为相应于此特征值的 
特征函破(或固有為教). 

当我们将分离变量法用于多于两个自变量的偏微分方程问題 
时，述会遇到形如 (1-12) 的特征值问题,但其中 i 是在某个区域 
上给定的线性偏微分算子(一般是一个椭圆型算子), = o 表汞 
Z 在远域边界上所满足的齐次边界条#，例如狄利克雷条件或诺 
伊曼条#等.这样我们就得到了一个偏微分方程的特征值问题. 

对特征值问题的研究不仅为分离变量法奠定了现论基础，而 
且它本身也有许多重要的应用，已构成数学物理方程中的一个独 
立的研究领域+ 

由特征值理论的研究知道，当算子 Z 与 S 满足一定的条件 
时：以下四个定理成立. 

定理 1.1 特征值问题 (1.1 2 ) 存在着无穷多个离散的特征值: 

且序列{ X *}中落在实轴上任一有限区间上的特征值个数是有限 
的，故当 时 

定理1.»对应于每个特征值，其线性无荚的特征函数只有 
有限个. 

定理 1.3 对应于不同的特征值的特征函数正交（或带权正 


交)， 

定理 1.4 若? >0*0 为浅足边界条# 的函数，具有适当 

的连续可微性，则它可以技照标准正交(或带权正交）的特征函数 
系{叉»}展开为平方平均收敛的级数 . 

显然，这四条定理包含了前段条# ©与(的中所涉及的内容* 
因此，我们称它们为分离变量法的理论基破.确定算子 I 与方所 
应当满足的条件以及在这些条件下证明这四条定理成立，要用到 
泛函分析中全连续算子的理论，在此 从略， 但可以指出，对于常见 
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的数学物通方程,在使用分离变量法时，有关的条件通常是能得到 

嫌足的 • 


1.3 a 形区域上的热传导问砸 

现在考察上、下底面为绝热的均勻圆板上的热传导问 H . 我 
们将两次应用分离变量法来求解这个问题.对这个问題的分析讨 
论可以帮助我们进一步理解与掌握分离变量法的思想与实质. 

设圆形区域为#+^«在其边界上圆板的温度为常数，则 
可以将上述问 M 归结为求解热传导方程的如下定解问題： 


r du _ , d^u 

" y) t 

用分离变量法来求解.先令 

y, y) f 


(1.13) 

( U 4) 


代入热传导方程并分离变置后，可得下面两个分别关于函數 ^(0 
和 7(®, J /) 的方程 r 

r (0+^(0 -0, (1.16) 

其中 x 为待定常数.于是我们得到下述的特征值问娌 






利用调和函数的极值原理，容易证明，在时，特征值问翅 
(1-17) 只有平凡解(证明留作习題)，因此下面只需考察^>0的情 


形. 

为求解这个偏微分方程的特征值问题,注意到区域的特殊性, 
可再次应用分离变童法.为此先采用极坐标，将 心写成 
0的肜式，然后再分离变量. （1.17) 在极坐标下的形式为 
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IS 十+丢十 ##4 -, ㈣ 

I V (r 3 &) I !■=<*= o. 

令 

V(r t 9)^E(r)0($) f (1.19) 

又可得到下述分别关于 H ( r ) 茇⑺)的两个方程： 

(6>)-0, (1.20) 

r ^ Xr ) 十说 ( r ) + (?^-叫) R ( x )= O t (1.21) 

其中从是待定常数.由于矽 ㈤ )应为0的周期函数,周期为2%于 
是由 (1.20) 我们又得到一个特征值间题 


j ©〃((9)+/ i ^(<9)=0, 
10(0) =0(2^), 

由此易知，其特征值为 /x-0, ： l a , A … ，必 …, 
数为 


( 1 . 22 ) 
而相应的特征函 


O 0 (0) — lj =cosn^ 及 mnnO (n=^l f 2 , …)， 


它们构成一个完备的三角函数系. 

现在将代入方程 (1.21), 得 

矿 3 丑"(矿）十 r 丑 '( r ) + (^- n a )^( r )-0. (1 *23) 

由 (1.18) 的第二式,应成立 

(1.24) 

同时由于^_0是方程(1. 2 3)的奇点，为避免在解中出现奇性，还 
应要求 丑 W 在 处有界 t 

因入 > o 7 在 CL . 23 ) 中作自变数变换并记苫 GO - 
iJ(r), 就得到 n 阶贝塞示 （ Bessel) 方程 

p 2 R f/ (p) 十 pi ?' 00 + ( fy 1 — n i ) S ( p )^0^ (1*25) 

这个方程有在原点 P -0 处为有界的解,且除去一个常数因子外此 

解是唯一确定的,它就是第一类的贝塞尔禹数 

为满足边界条件应有 

J n ( a ^ nC )^0 t 

即 应为人 (p) 的零点.已知贝塞尔函数入 (P) 有无穷多个 
正根，分别记为 


S 1 分寓变董法的理论基硇 1«1 

所以 A 必须取值 

(1.26) 

这样， （1.17) 或 (1.18) 对应于 ^ dy 1 的解为 

V(^ &)=- («?)cosj^+6?>sm^)(1.27) 

其中 a 巧及&卜为待定常数.又对此^■值，方裎 (1*15) 的解易知 
为 J ^ f 的形式为任意常数)，于是原问题 (1-13) 的解可以表 

示为如下级数的形式： 

u(^ y t i)=-u{r 4 0, 0 

=銮 士 _( 与 Vi ™) ⑽⑻人(号、)， 

( 1 , 28 ) 

其中的系数心°, &产可以利用 (1.13) 中初始条件决定.事实上, 
只 S 将初值幻展开成级数 

$(r, ❼ - 為衾 (9^ coesin ^)J n 

(1.29) 

并取 (1.28) 中的 ai ' 分别为石严，，就可以得到定解问题 

(1.13) 的形式解《 (A & 0. 

为了说明函数多0,沒)可以关于 函数系 

峨 o 祕 ㈣ （u 

(1.30) 

展开为级数，需要用到贝塞尔函数的专门 知识』 这里我们只引述 
有关的结果而不予证明.由贝塞尔圉数的性质知道，函数系 
{ AOtfi )} 在区间 [0,1] 上为平方可积的函数类中是完备的，此 
外，又知道三角函数系 {L sin 7^ ( w = l , 2,…)}在区间 

[0, 2^] 上为平方可积的函数类中是完备的,从而函数系 (130) 在 
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区域 [0,1] 》 [0, 2 W 上为乎方可积的函数类中为完备的. Hflfc , 
只要石 0,没)乎方可积，就有展开式 a . 29 ), 并由此可决定出 
^ 之值. 

贝塞尔函数的另一个重要性质是人 OS ?®) 在 K 间队 1] 上是 
带权 a 正交的，即成立 

£^„ 04^) 人«七) dx-o 

于是若记 
就有 

^i m) = f : e)T^rd$ (n>Q) t 

莉 m )= &)rdrd8 {n>0) t 

利用它们就可以具体写出圆板上所考察的热传导问题的解仏 28 )- 
由上面的分析知道，甩分离变量法求解问题 (hl3) 导出贝塞 
尔方程，而闻题餌否得到最終解决也与 W 塞尔数的性质有密切 
的关系.当我们用分离变量法求解其它的定解问题时（包括讨论 
不同的方程、不同的边界条件及在不同形状的区域上求解等) ，还 
会导致其它类型的特殊函数，而对于这些特殊函数性质的了解可 
帮助我们解出相应的定解问题-事实上，许多重要的特殊函数正 
是由于用分离变量法求解数学物理问翘的需要而引入和得到深入 
的研究的. 

习 娌 

1. 利用分离变置法求解调和方程在囤上的狄利克雷问题，并由此得到 
二维情形下的泊松公式- 

2 . 求在三维空间的 M 柱形 区诚： 上热传导方程 

du d 2 u 丄 d 2 u , g % 





SS 轮迢积分法 


l «3 


满足达界条件 

与初始条件 * = 0 ： W =^+^ f ) 

的解. 

3-在上一问题中将处的边界条件改力 


au 

~ Bb 



求相应的定解问题的解. 

L 在区间[0, i] 上給定特征值问题 、、 

:去 ( 於 0 ) 备 ) 1 ^p(pe)p<3^^0 t 

.y(0)=y(0^°j 

其中 P(ar)>2Jo：>0, pCa?)>po>Oj 3(災)> 0 .读证明其特征值必为正数，且对 
应于^同特征值的特征函数带权正交. 


§2能量积分法 

2.1 双 S 型方程的能置积分法 

在偏微分方秤理论中的另一个常用方法是能量积分法，或简 
称能量方法.在第二章及第三章中我们已分别利用这个方法证明 
了热传导方程混合问题的解的唯一性及波动方程定解问题解的唯 
一性与稳定性，现在对这个方法作较为—般的讨论 - 

先考察双曲型方程的混合问题.设 D 为贤'中的一个有界区 
域. 其边界 f 适当光滑，以 Q 记以0^…，屯，0力&变景的空 
间 B rt +1 中的柱形区域 Qx ( 0 , r ), 其侧面 s-rx ( o , T ) t 在往 

形区域 Q 中给出方程： 

芯 〆 — J ) dx^ 

0 卜 /OJ), ⑵ 1 ) 

其中系数及右端项都是在 3 上的连续函数，而且叫 (®， 0还具 
冇一阶连续偏导数，并潢足吻 i(A 0=^(^ Oi 且对任意实向量 
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(&，■*•， D 在 (A 上成立 

gf ? ( a >0 常数). （2.2) 

此时，方程 P .1) 是髙维波动方程的推广，由第一章§ 2.4 中的定 
义，它在 Q 中是双曲型方程，现给出如下的初始条件与边界 条件： 

f =0 ; u =< p { x ) } = ( x ^ Q) f (2.3) 

m|s = 0. (2.4) 

(2.1)、 （2.3) 及 (2.4) 就构成丁双曲型方程的混合问題，它可以用 
能量积分法证明是适定的. 

定理 2.1 混合问题(2.1)、 （2.3) 及 (2.4) 的解如果存在，它 
—定是唯一的. 

证明为证明解的唯一性，只要证明当 ^ W ^0 
及^0时相应的混合问題只有零解.此时，以 f 乘（ 2 二) 


式。并在。乂 （0, 砬)上积分，得 

f 1 (%糾 一 ％ 多丄 aA 内十％ 名 ft 孤,+ Utm ) da^dt = 0 , (2.5) 

我们有咏又 

^ ( 叫叫声办)〜一 Ut<Bje6i^ { — Ut (do) efUx tt 

由于 

ft ft ** 

n 

< jj=i 

利用系数如的对称性，有 

n 1 n 1 n 

从而 , n 

Uf 2 S 1 tf j ~ ( a id 

* ，厂 1 L 

—去 t (叫)爪匕 




告 2 能 S 识分 A 
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这样, （2.5) 式可改写成 


[去 (巧 抓抑」)* - { aijU 9 i Ut \ 


1 


— yWaj (« ii ) 心十崦（卸〉*5」 十 n 客 十 Uton ^ dmdi ^ O , 

利用格林公式 7 将其中的前二项积分化为边界上的积分,就有 

f r ™ "ji-fi tti r 

十 f & ^ J ^ J ^2 (fiij-14；,^ cos { n , < Dj)dSdt 


- hJJJ ^ pCw , %, u ^ dxdt ^ O , 


( 2 . 6 ) 


其中 《 为1 上的单位外法线向量 ，它与 〖轴 垂直; 而少表示乂％, 
入 的二次形式,其系数都是给定的连续函数,因此有 


1^(^ | ^ OC ^- huf - h ^} ulX (2,7) 

(K*l 

而 O 为一个与 w 无关的正常数. 

由边界条件 (2.4), 在侧边界3上也右％ = 0,于是由 （2.6) 式 
得 


^ tZb 十 d/fX 〜 Ut^dx dt ^ O t 


( 2 . 8 ) 

为了估计 w 的值，利用在第三章§ 7中已经证明过的下述 
引理 2.1 设 w 是在有界区域心=化上的连续可微函数，且 
在边界 r 上为零，则成立如下的弗里德里克斯 ( FxiedrinhB ) 不等 


式. 

其中0是一个与 w 无关的正常数. 
由 (2.7) 及 (2.9), 得 


Q \ p { u , Ut f 


nj I da>u % )私 


其中0^是一个正常数.又利用条件 (2.2) 得 


W? 十 ai / u ^^ uf-ha 


(2.9) 
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!)(«?+§<)， 

于是,若记 

^^ = \q 边)^*,(卜 w ) u 雄从 ^)]^* 

(2*10) 

则从 (2.8) 可得 

E(h)-E(pXO^M(i)dt f 


引理 2 J ( Grom 保 11 不等式）若屈 ㈤ 满足 


则成立 

证明记 


E ( t )< M (0)^ O ^ E ( r ) dk t 

B ( t )< E (：0)6 c \ 


M ( r ) dr f 


(2,11) 


由引理条件有 


(2.12) 

从而 

气 (0 

, at 

(2, IS ) 



(2.14) 

由 (2.13) 式，有 


■ ■ 

将上忒从0到 i 积分，利用( 2 . 14) 就得到 



^- c V (0<-® CO ), 


即 



将此式代入 (2.12), 就证明了引理. 



利用引理 2 . 2 , 由 (2,11) 式就得到 




S 3 能 M 択分法 


1B7 


B(t)<^(0)6 Git , (2.15) 

由于初始条件为零，五 (0) _0. 于是由上式, 轉)吨这 说明琴 
…^4戸0,所以 u 必为常数. 但私的 初值已给定为故得 
枉=0,这就证明了解的唯一性.定理 2 .1 进毕. 

在定理 2.1 的证明中由 （2.10) 式引入的用正定积分表达的函 
数五 (0 也称为能量积分』尽管对于一般的二阶双曲型方程，它不 
—定能解释成为有具体物理意义的某种能量 * 相应地，在给定的 
偏微分方程两边乘一个与未知函数有关的微分表达式 C 在定理2 .1 
中,这个表迖式就是叫乂然后利用格林公式加以分部积分，最后导 
出对于未知函数及其偏导数的正定积分的估计式，这种方法就称 
为能量积分法， 

上面得到的 (2.16) 式也说明了解的稳定性.因为若解存在， 
则在时刻〖的能量五 ( i ) 可以被初始时刻的能量瓦 (0) 所控制 •当 
£!(0) 充分小时,； (0 也将充分小. 

和第三章中一样，能量积分法也可以用于讨论双曲型方程的 
柯西问题.设 O 为上半空间邱 +1 中的任一点， 
2 是以 P 0 为顶点开口向下的圆 锥面： # 

tg 3 3 - 0 f tKto, (2*16) 

1=1 


其中0为锥的半顶角.它在怎上满足条件 


其中 a 是( 2 . 2 )中出现的常数.记2与平面常数的截口为 
r ( o , 它所围成的区域为 Q ( f ) t 定义 


t ) + 盖叫也 0]私 


则可以类似地证明形如 (2.15) 的能量不等式成立，从而可得 
定理 3.2 方程 (2.1) 满足初始条件 


t&O: u=« — = tp (a；) (2.17) 
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的柯西问题的解是唯一的,且关于初始条件是稳定的. 

这个定理的详细证明留作习題. 

能量积分不仅可以用来证明解的唯一性与稳定性，而且可以 
与泛函分析方法相结合用于证明解的存在性,这儿我们不作详述. 
在下而两节中我们指出这个方法在研究抛物型方程与椭圆型方程 
中的作用， 


2.2 抛物型方程的能置积分法 

对于一般的二阶抛物型方程 

0# (2,18) 

现在用能量积分法来讨论其混合问题解的唯一性.这儿，系数 
a 山 h 及 c 所满足的条件与定理 2.1 中一致,而定解条件为 

(**0. u=qi(p) (2.19) 

( 2 . 20 ) 

和以前 4 一样，为证明解的唯一性,只儒证明在初始条件与方程 
右蟵项均¥零时只有枣解 • 为此』在 18) 两边乘以函数《，并在 


Gx (0,0 上积分，得 

rK 咖 * — w 太 + ^ § bi^+Ou^dxdt- 0. 


( 2 . 21 ) 


注意到叫及 

⑽ j = (咖 i#c,) ffj — 私 c 和厂 (° y ) 

可将 (2.21) 式写为 


=0, 

其中 Q 力 w 与、，的二次形式，但不含、与 j 为 
1到中的任意数)的乘积项.利用格林公式^由上式得 


G 2 能董积分法 


(X w 念/㈣ 哪 (队 ^ )d8dt 

^Jcbdi^Oj (2.22) 

其中 f* 为 r 的单位外法线向量.据条件 （2.20), 上式中在 rx 
(0, 6) 上的积分为零，又由系数如所满足的正定性条件(之.2),有 

n n 

^ a 我 iij^a 

此外，利用埘任意 B >0 成立的不等式有 

| Q (^ 衾 |虹| 如 j ) 

其 中认及 o a 为某堅正常数. 

于是，取 s 适当小，使 Gs<«, 由 (2.22) 式可得 

i^)dx— U/ 2 (% 0) da?<Cf a jjj^ a (a;, 0 dxdt. 

(2*2S) 

于是若记 

— 1*^(^ t ) cb t 

则从 (2.23) 式可得 (i 

+。七 取⑻机 

由此由引理 2,2 可得 

聊⑽(0)，' 

注意到此时用 (2. 2 4)式定义的及〆#)与用 (H0) 式定义的 蝴不 
同，但馬 (t) 也是一个正定的积分，仍称它为“能量' 由 （2.25) 立 
刻可得一般的二阶抛物型方程的上述混合问题的解的唯一性与解 
关于初始资料的稳定性. 

2.3 椭圆型方程的能最积分法 

现在我们指出能量方法在研究椭圆型方程中的作用.为叙述 


(2.24) 


㈣ 
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简单超见,我们讨论下述的狄利克雷问题 

r jdu -{- 0 ( iU = f t { s £ Q t (2.26) 

\ u \ r = O t (2.27) 

其中为给定的常数.此时我们所希望得到的能量不等式是用 
方程 (2.26) 的右端项/来控制解的估计式.将方程 (2.26) 的两端 
乘以 A 并在 D 中积分,可得 

由 (2.27) 式，并利用格林公式可得 

L w § ^ dx ^L( sl 去 (O _ (Sf) da> 

OS xddS \oMwJ dx 

因此,我们有 

L<S(S) s ， 2 >—f〆 咖 .‘ （2 . 28) 

如果办 <0, 则利用施瓦藓 ( Sohwarz ) 不等式从 (2.28) 可得 


L 氛 3 、«( L 尸鈿 


1 


两辺平方后,再利用弗里德里克斯不等式( 2 - 9 乂即得 

UO a ^ < o l / J ^ (2 .的) 

其中0为一正常数.这就是所考察的狄利克雷问题的解的能量不 
等式.由此也可推知该问题的解的唯一性及解关于方程右端项/ 


的稳定性. 

这里特别需要注意的是上述能量不等式是在 c o <0 的假设下 
得到的 * 当办 >0 时，这种类型的能量不等式就不二定成立.作_ 
为一个简单的反例，设 G 为平面上的矩形區域[ 0 』并取 
c ^=2, f=0 3 则易知 夕是 (2.26) ^ (2.27) 的相砹的齐 

次问题一个非平凡解，由于解的唯—性不成立，显然这时不能有 





含 a 基本解 


m 


形如0 .如)的能量估 汁式. 事实上，这里的常数 Co - 2就是微分 
算子在狄利克雷边界条件下的一个特征值，而 w =^ n ® sh ^ 
是相应的特征函数. 

对于一般的二阶椭圆型方程的能量不等式，也成立类似的事 
实. 


23 m 

* 

1- 试对曰 >2的情形直接证明弗里德里克斯不等式(2.&乂 

2. 详细推导一般的二阶双曲型方程的柯西问题的能董不等式,并证明 
定理 2.2. 

3. 对于二阶抛物型方程在边界上取第二类边界条件 

<多1 巧〉 I *** 0 

的混合问题推导相应的能置不等式. 

4. 考察在有界區域其边界为上椭画型方程的狄利克雷问羝 

I u | r =0 7 

其中~为在3上连续可微的函数，以为 常数. 且对任意的 a?e 
A Se 价成立 

(a>o 常缈， 

试证当 A 为适当大的正数时，成立形如 C2.29) 的能量不等式. 


§3基本解 


3.1 调和方裎的基本解 

由第四章中的讨论，我们知道对在有界区域《上三维泊松方 
裎 

— Au^ft ( 3 . 1 ) 

体位势 
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(3-2) 

是它的一个特解.这里，为以下叙述方便起见，我们将方程 (3.1) 
的左端写为一也的形式. 

联系到静电学的物理模型， (3.1) 可视为当区域 G 中的电荷 

分布密度为仏 s ) 时，其相应的静电势 L 0所满足 

的方程.此外.放置在点 ( ti ?， S ) 处的一个单位正点电荷所产生 
的静电势已知为 


w = — - - - '丄 - (3*3) 

^ >/( 卬- O a 十 (2/ _1 ?) a + (士— 0^ 

这个函数除在点 (匕仏 D 具有奇性外，到处满足调和方程.这样， 
(3.2) 式右端的积分就可以解释为密度蕋% 0的分布电 
荷在各点所产生的静电势的迭加，它是函数 彳 ㈤ 与函数 
y> 0的卷积. 

由此可见,对于调祁方程而言，函数 K 为以后的叙述与应 
用方便起见，我们将 (13) 式的右端乘以常数因予 D 具有特殊 


重要的 地位: 一方面它是调和方程在 d % 0点具有奇性的解;另 
—方面，以任意函数/0, I eO 作为非齐次顶的泊松方程 (3.1) 的 

特解可以用/与这个函数的卷积來表汞 * 这种解 i 称为三维 

调和方程的基 本解，也称为三维算子一」的基本解. 

如果函数 I 幻是调和方程在区域 G 中的—个经典解, 

那末函数^ -- #也具有上述两个性质，因此它也可以称为调和 

4刪. 

方程的基本解+这样，格林函数也是调积方程的一个基本解 • 

为准确地给出基本解的定义必须用到 s 函数，下而我们简略 
地介绍有关的概念. 






§ 3 基本解 


3.2 S 函数与基本解 

在物理中经常遇到连续分布的量和集中分布 的置, 例如质量、 
电荷等.当需要统一地处理这两种量財，采用经典的函数概念来处 
理问题的方法就遇到了困难.以电荷的分布为例，设在区域 D 中 
有密度为 A 0的电荷分布着，则在 G 的任一子区 域兑) 中其 


电荷总量 


J h ： 


^) dxdydz w 但若在区域 D 中某一点私 


(^, 心 I 处有一单位集中电荷,而其余处无电荷分布，则对 D 的 
任一子区域当时,包含在仏中的屯荷总量为1;而当 
if $仏时，包含在体中的电荷总量为 0 .现在要问，对这种集中 
电荷，能否也用分布密度的形式来描述呢？ 


在电荷为连续分布的情形下,电荷密度的定义已知是 




lim 



包含在中电荷总置 
弘的体积 


( 3 , 4 ) 


但如果我们将这个等式应用于前面所述的集中电荷的情形，就得 
到：当 <> U ) _ ( ⑽如知）时1 sO =0;而当 OD ) = 
(%洳如)时 ，（3.4) 式右端的极限是因此，对于集中电荷 
而言，其电荷密度函数不仅不是连续的，面且根本无法用经典意义 
下的函数来描述 * 为克服这一困难，就需要把经典的函数概念加 

以推广. 

本世纪四十年代以来发展起来的广义函数论，适应了这种同 
时描述连续分布量与集中分布量的需要，并 为之寒 定了严格的数 
学理论 基础. 其基本想法是把经典意义下的函数看成某个给觉函 
数空间边上的线性连续泛函，而这个函数空间巾上的线性连续泛 
函的全体包含比经典函数多得多的元素，它们在广义的意义下也 
称为函数(广义函数)，且可能用于许多经典圉数所不能使用的场 

合,例如用来表示集中分布量等等* 

我们现在稍谗细地(但仍是非常粗略地)来说明这一点.以— 
维情形为例，取由为定义莅实轴+°°)上的无穷可微函数 
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的集合，其中的每个函数均在一个有限区间外恒等于零(:称为具有 
紧支集) +这样，若/0)是一个给定的可积函数，对于函数空间虫 
中每一个元素 A 都可以规定一个实数人： 

人=(/(®), /0)K®) ‘ （3.5) 

这就建立了函数？到实数人之间的一个对应，即得到一个泛 
函.这个泛函显然是一个线性泛函』但在函数空间0上的任一线 
性泛函不一定都能如 (3.5) 那样与一个普通的可积函数对应■例 
如给出线性泛函 

F0p)=〆 。)， (3.6) 

它就不能用 (3.5) 的形式来表示.事实上，如果有可积函数 /(®) 
存在，使得 

f dit = q }( 0 ) (3*7) 

J 昼油 

对一切成立，则在不含原点的任一区间中必成立 
(作为习题)，由此对—切？有⑷屮 ⑷如 =0. 从而只 


要 ^(0)^0, ( 3 -7)式就不能成立. 

我们称由 (3. 6 )式定义的泛函为 S 函数，并将它形式地记为 

(S(®)j (P (*)) A j dx m 


为了更直观地了解 S 函数,引进如下的函数列: 


8*(®) 


\， -音<出<奋， 

0, 


(3.8) 


并考察积分 办 5 . 利用中值定理有 

A 


其中 |€( H ). 当时, KO—P ⑼ j 于是由上式有 
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m 


lim f 〔 a;) <p (0) 

A -»0 J -*a 

= d ( a >)^{ ic ) dx , 

J — w 

这样， S 函数可以看成是函数列心 (>) 在某种意义下(弱收敛)的极 
限.从而可以粗糖地把 S {>) 想象为在®爹0时为0,在 2)=0 时为 
+〜，而其“积分”等于1的一个“函数' 

这样，我们可以将函数空间奋上的线性泛函视为一种新的“函 
数”.这样定义的“函数”包括了所有普通的可积函数,也包括了许 
多不是普通意义下的函数，统称之为广义函数，或称为分布. 

广义函数的线性运算可以根据线性泛函的相应运算来定义. 
广义函数的一个重要的特点是可以进行求导运算.为了说明一■个 
广义函数/0)的导数的定义，先考察汽岣是一个普通的可微函数 
的情形.此时，由分部积分法则，并注意到具有紧支集，我 


们有 


(/'(») ,穿0))4 [ /’(怎)供(3>)如 

‘T — M 


J — £» w-W 


—(/ O ), 

将这个事实加以推广，对于广义函数/0),就可用下式来定义一 
个新的广义函数/0)，称为它的导数;对任何乳 


炉《)‘一 (/ 0 )， 〆 (>)). ( 3 - 9 ) 

注意到当 9 <^) e 盗时,〆(>)也是具紧支集的 t 固数,因此 
£ 0 f 而 (3,9) 的右边有确定的值 • 类似地可以逐次地定义一个广 
义函数的高阶导数. 

关于多维空间中广义函数的定义及其求导运算的意义，也可 
以类似地给出， 

关于广义函数及其性质，详见附录三 * 

利用 S 函数，可以将调和方程的基本解重新定义如下 * 

定义 3.1 若广义函数丑满足 
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仙為 一 i 一歹 —~^ =S(af — 办， y 一私 卜〜) 


(3.10) 


则尨忍 为三维调和方程在 （吻，训，％) 点的基本解， 

现在验证前面引入的函数 

1 _ 1 

47 rr 如 V 0 — 办） 3 十（女一 S / o ) a + 0?一^<>)2 

的确满足这一定义.不妨设(吻，价，办)为原点，于是 

^ _1 

4 ttt 43 tV ^+^+?* 

将它看成一个广义函数,按广义函数导数的定义，为验证 

y f 只须验证下述等式 

\4 jrr / 

Ag > dwd ^ dz = — p (0, 0, 0) 


(3.11) 


对于每一个具紧支集的 W 函数^ 0成立. 

由于 P 具紧支集，我们可以取区域 o 足够大，使<?在0外及 
在卩的边界 r 附近恒等于零.再取一个以原点为中心、 s 力半径 

的球面并记 r •与 r 之间所夹的匡域为根 
据格林第二公式有 

([UuAip-^A^dxdyd^ jj { u ^ ； 1 菩) 從 

J ^ ror fl 


(^ A .9^ 


但在 a 中 ^^0, 于是,注意到史具紧支集，当0时,等式左进 
趋于而在等式右进 L 当时，仿照第四章 

*v 

中建立基本积分公式时的方法，易知有 
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冉注意到在 r 附近炉三0, 从而一 pD 册^ 0 ,于是，令 

r 

e ->0, 由 (3.1 2 ) 直接导出 （3.11) 式.这就说明了按定义 3.1^ 


的确为三维调和方裎的基本解. 

33热传导方程的基本解 

对于热传导方裎的柯 西问题 




dx 1 

L t=o* u^o, 
由泊松公式，己知其解的表达式为 


(3.13) 


£ J : 

于是，若令 

t - v ) - 


64 dr t 




(3.14) 




A (吻， 

并且将/0, 0 在下半平面 i <0 用零悒延拓，就可将 (3.14) 写为 

u { m t i ) — ^ t )/(^ r ) didr ^ (3,16) 

纟一 T ) 仅在 (A = 点具有奇性,除此点外它是 

Bu d^u 


一个 cr 函数，且在时对 (l 0满 足热传导方程 晋 

=0,而对具非齐次士/0, 0的热传导方程的柯西问题( 3 . 13 )，其 
解可由 （3.16) 式表示为17与/的卷积形式.因此，对于热传导方 

程而言，函数 V(^-L f 一 幻起着与函数^在调和方程中的同 

样的作用.它实际上就是热 传导方程的基本解. 

现在我们验证 tK ® -6 〖一 灼满足 


dU 

百 


d 3 u 

0^ 


. SOe — G 式 一 t ). 


(3.17) 
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为此,只须验证对任意具紧支集的函数 9 ( a> t *), 成立 

I ! 17 (- 鲁 - & dtH 九 (3,18) 

R * 

为证明 （ 3 ,1 S ) 式，取一个以为中心、边长分别为邱与 
2 s 的矩形 — 8, ^ d - y r - e s t + A 由于具有紧支集，利 
用分部积分，可得 

nd as _ s ~) 歸 


BC 


m 

di 


a 5 ^yduodt 二 C<plT]t^ ： cE® 

厂厂 +、— 

Jt-# L OX Jr-# L OX 」 


炉 f+a 




rti—ft 


由于抆在 *>T 时满足热传导方程，且在时恒为0,故有 
=0抑 如+£ + ♦鲁] 二户 


r 


dU 


9 


: f+a 




和 a 


(3.19) 


现取 S =* s ' 并令 s — 0来考察 (3.19) 右端项的 极限. 我们有 


J f 一 s 


产 f+a 






2a\/ ne 
i 


,6 4fl * s cEaj 




W , o •士广 1 


如 s/T 


其中« O 労矩形 A 中某点■当00时， « O —( f , T ), 而 
积分限土 — 士 oo * 注意到 ■私 =1, 就得到 

[ i+6 (puu^^^df t ). 



S 3 基本解 


m 




再估计 (3.19) 右端的最后两项积分.注意到 

= -^(2a^f 3 ~^^ ^ d)l 

并由于 £ B ^ C ， 是一个有界量，所以当 s — 0时， 

+s Ajy [T+c 9 1 

L <0 L v §¥ d£< °^^ 

同法可证 (3.19) 式右端最后两项积分在 s ^ O 时均趋于零.这样， 
在 (3.19) 式中令 s — 0取极限就得到 (3.18) 式. 

由 (3.16) 式可见，热传导方程基本解 (7( z-C i - r ) 的物理 
意义表示在时刻 i =^ 位置的一个单位热源所产生的温度分 
布* 

现在再介绍另一种基本解的概念"^ 热传导方程柯西问题的 
基本解. 

对于齐次热传导方程取给定初值的下述柯西问题 


du _ A 

- W~ a ^~~ 0t 


( 3 . 21 ) 


-百紀 1 (3.20) 

,^*=0； 

已知其解可以表示为 

«(f»j t) = f 4aH 中 (0 從 • (B.21) 

由于此解应满足初始条件,令0就得到 

注意到上式左端可写为 r d ^-^ MOdi 的形式，因此，当 “0 

j ■ ■■ 


_^oi 

4aH 




2a\/udf 


应在某种意义下收敛于这种收敛称 


为弱收故.函数 


2 o 73 


在区域 oo 上除在点（％ 0 


(匕0)具有奇性外,在其它地方部是 m 函数，且在^>0时对 0 M ) 
瘸足齐次热传导方程1因此我们就将它作为柯西间题 
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加 一 a 3 =0 
- dt * 

l £=0： w =3( a : — f ) 

的解.并称为柯西问题的基 本解. 泊松公式 (3 .对)告诉我们，热 
传导方程的一般柯西阿题 (3. 加)的解可以通过其柯西问题的基本 
解来构造 + 

我们同样可以讨论波动方程的基本解以及波动方程柯西问题 
的基本解，也可以讨论更一般的方程及其定解问题的基本解 * 但 
由于将涉及到更多矣于广义函数的知识，这里从略 • 

习 题 

1. 试证明 j /) = J-| n A 是二维调和方程的基 本解. 

T 

2. 证明对在区间 fc ] 上给定的可积函数若 

J f Qx )< p ( jv)djs — 0 

对一切成立，则在 [A &] 上恒为零* 

3. 对三维热传导方程，其基本解与柯西问题基本解是什么？ 

§4二阶方程的特征理论 . 

4.1 特征概念 

从第一章§ 2中哭于两自变数的二阶线性方程分类的讨论中 

知道,三种类型方程的区分取决于它们的主部系数，即二阶偏导数 

前的系数的代数性质.对于形如 

+ 2% 2 w 邛 + +b 的 +cu】f (4-1) 

的二阶偏微分方程，可以利用其二阶偏导数前的系数作出特插方 

程 

—Sflia die dg/ + 办 3 = 0. (4.2) 

如果必―则从方程 (4.2) 可以解出两族特征线，这时 
方程为双曲型；如果 Wa — 三0,则从(4. 2 )可解出一族特征 

线（重特征)，这时方程为抛物型;如果品一 tJii £ J 33 <0,则 (4. 2 )无实 
解，即没有实特征线，这时方程为楠圆型.由此可见，一个方程的 


§4 二阶力拐的恃征埤论 


m 


特征线的性态决定了它的类型.又从第三窜知道，对双曲型方程 
来说,影响 K 域、决定区域和依赖度域都是由特征线或特征锥面来 
划分的，所以我们有必要进一步讨论特征线与特征曲面的理论，简 
称特征理论 . 

为了了解特征线及特征曲面的共同特点及其重要作用，我们 
先介绍助间断解的概念.对于一个二阶偏微分方程东说，若有一 
函数 岣 在某个扣维区域内有一阶连续偏导数，且在此区域 
内除了一个0~1)维的光滑超曲面 B ( n ^ 2 时是曲线）外，有二阶 
连续偏导数，并处处满足方程，同时 w 的二阶偏导 数在& 上的左右 
极限均存在(具有第一类间断 )， 就称这个函数《力方程的弱间断 
解，这种弱间断解虽然在曲面汉上不满足方程,但从物理的角度来 
看，仍可以是完全合理的.事实上，我们回忆一下例如说第二韋中 
建立热传导方程的过程，那时首先得到的是一个只包含未知函数 
的一阶偏导数的积分等式，仅仅在利用格林公式将它化成傭微分 
方程时，才要求未知函数有二阶连续偏导数.这就是说，在原始物 
理问题中，只要求未知函数有一阶连续偏导数就可以了，因而有_町 
能出现在物理上有意义的弱间断解. 

以弦振动方程为例.考察形为 /0 — W ) 的右传播波解，它在 
特征线“ =常数上为常数.容易构造一个函数 〆 $), 使它在 
(-00, 4 0 O ) 中一次连续可微,且除了 土 i 外还是二次连续可 
微的，而在3- ±1处二阶导数有第一类间断.则根据这个函数 

所作出的解 t )- g ( x - at ) 就是一个弱间断藏而; c -咐 
=1与$-时=一1为它的两条弱间断线，它们分别表示波的前阵 f 
面与后阵面. 

从上面的例子可以看到弱间断线恰好是特征线，或者说弱间 
断沿特征线发生,弱间断沿特征线传播等等.这个事实并非巧合， 
而是反映了一个很重要的事实.一般来说，对于给定的一个偏微 
分方程，并非任何一个曲面06线)都坷以作为方程的一个弱间断 
解的弱间断面〔弱间断线).而哪些曲面 C 曲线）可以作为弱间断面 
(线)，哪些则不町以，完全由方程本身的特性所决定.下曲我们将 




1*2 笫五章二阶线性偏微分方技 

对一般的二阶线性偏微分方程来辱出一个曲面（曲线)可能作为某 
个弱间断解的弱间断曲面（曲线)的条件，并将满足此条件的曲面 
(曲线)称为特征曲面（特征线 X 简称为特征. 


4.2 特征方程 

在 n 维空间3^(%〜…，叫）的某區域 D 上，考察下面一 
般的二阶线性偏微分方程 

( 4 . 3 ) 

我们问，在什么条件下一个超曲面 

心平(叫, x 2t …, 3?») = 0 (4.4) 

可以成为方程 (4*3) 某个弱间断解的间断面?注意到弱间断解的定 
义，这个问题可以改为下面的提法：如果在汉上给定 i ： T 困数 w 及 
其所有一阶偏导数的值，能不能利用这呰值以及方程 (13) 来唯一 
地决定奴的二阶偏导数在汉上的值？显然,如果能够唯一地在汉 
上决定出 u 的二阶偏导数之但,那末汉就不可能成为某个弱间断 
解的弱间断曲面. 

首先 考察汉 为坐标超平面的特殊 情形. 若在汉上《及 


其一阶偏导数 2 ,…， W 之值为已知的…，〜 -1) 的 
函数，则显然二阶偏导数 •-、 M = 1) 在 

汶上的值也可以由将#对％求导而唯一决定.因此，唯—需要 


决定的是二阶偏导数 | 在汉上的值 • 利用方程 (4.3) 易知，若 
…，则可以在汉上唯一地决定出^■之值•因 


此,若成立 


Ctt 


乂呀，…， 0)=0, 


(4,5) 


就不能在汉上唯一地决定出私的一切二阶偏 导数. （4,5)就是坐 
标超平面叫= 0可能成为某个弱间断解的弱间断面的条件 - 

现在回到一般的情形( 4 . 4 )，看汉可能成为弱间断面的条件. 
此时，只要利用一个自变数的可逆变换 




§4 二阶方程的特征理论 


1肽 


(4.6) 


f = ***> (^ 兰 1 ,…, n ~^)f 

x n ) t 

使氏炉 = 0 化为新坐标系下的坐标超平面& = 0,就可以由上述结 
果得到相应的结论.事实上，在坐标变换 (4.6) 下，有 


r 一 々 du 
dXi d^i 


+ 只包和的-阶觀数的项， 


于是方裎( 4 .3)就化为 


的形式，其中被省略的项仅包含《及《的一阶偏导数，而 


(4.7) 






&7>i 0iOj 


(4.8) 


由 （4.5) 式就可得到汉可能成为 (4.3) 的某个弱间断解的弱间断 


面的条件为 
印 



…， f “， 0)=0, 

H | ^ 

= o 


注意到 (4.6) 的最后一式，上式就可写力 

衾〜尝'尝~ 三 0在 = 成立. （4 - 9〉 

如果在曲面汉上成立 (4 .9)， 就称沒 为方程 (4.3) 的特征曲面. 

这里需着重指出，只有特征曲面才有可能成为某个解的弱间 
断曲面，而特征曲面的定义只依赖于方程主部的系数，与低阶项的 
系数无关.此外，一个曲面 S ^=0) 是特征曲面,只要在 S 上成立 


(4.9) 式.如果成立 




3卩 

■ ■ ■ ■ — n _- ■■ - ■ ■ \j ■ 

d^i do > 


(4.10) 


那末不仅炉= 0是一个特征曲面，而且常数述构成一族特征曲 


面 i 反之亦然. 

对于一个固定 的点％ 如果过该点的方向 ««) 满足特 




184 


第五軍二阶线性偏術分方程 


征方程 


t 冥 1 1 ^卿 1 广。， (4 , 11) 

则称 z 为过此点的特扭方向.由于 d 表承曲面炉 

= 0的法线方向，所以特征曲 M 也就是每点的法线方向均为特征 
方向的曲面. 

有时也称过一点的以特征方向为法线方向的 n — i 维超平面 
为该点的特扭平面，而茌一点由特征平面的包络所成的锥面为特 
扭捧面. 


4,3 例 

现在举一些常见的偏微分方程作为例子来求出它们的特征方 
程或特征曲面.在考察这些例 -予时 ，我们总是假设 


卜 1 , 

即取叫为特征方向的方向余弦. 

【例 4.] 】对于两自变数的二阶线性偏微分方程 


(4.12) 






其特征方程为 


flitoci + + aas 05 ! p 0j 


满足上述关系式的方向 (勿， A ) 为特征方向_ 

方程 十20；^^+叱5^ 二6 

的解 tp = (p (① t y ) 给出一族特征线 < p(^ f 常数，它就是常徵分 

方程 (4.2) 的一族解.因此,我们这里对于 n 个自变数的二阶偏徵 
分方程的特征曲面的定义是第—章中对两自变数情形下特征线定 
叉的推广、 

【例4.2】拉普拉斯方程 

十 I 十 …+_^_ 印 0 

dxf 3xi dx\ 


的特征方程为 




H 二阶方程的特征押论 


18 B 


甴 (02) 式，拉普拉斯方程没有实的特征方向，从而不存在弱间断 

解. 

【例 4 .3】波动方程 

^ ^ I ^ \ 

" d ¥~~ 

的特征方程为 

ao =« H ( a ； H - o (2 ) t 

由 (4.12) 式,应有 

oc 5 十 W 十0^=1, 

故 『士 ; 一卜 ; 7 !^ 

这样，过任一点的特征方向与 t 轴的夹角为 熗 它的 

a 

方向余弦可以写成 

{„ ^ / . a coaO sm& \ 

其中 0 为参数，这些特征方向的全体构成一个锥面. 

过一点(％,灿，&乂作以此点的特征方向为法线方向的平面 
族 

a(t — 1 0 ) 十 cos 0( a : — ; c 0 ) 十 sin 沒(夕一如 ） =0 ($ 为参数） 

的包络，可以得到以此点为顶点的一个锥面,它就是我们在第三章 
所述的特征锥面.事实上，将此乎面族的方程关于参数0求导一 
次，得 

-~sm$(x—Xo) -vGo&O^y — y^) — 0 4 

再消丟参数6郎得到包络面的方程 

(怎〜 2 Jo ) 3 + (2/~ 如尸 ㈡ a s (1 E — 心) 3 , 

它就是过点 Oo , 如， io ) 的特征锥面,其半顶角为烚 M a . 

从特征曲面的定义可知特征曲面在其每点和由该点所作出的 
特征锥相切.在第三章中可以看到，这种特征锥在波动方程的研 
究中起着特别重要的作用.对于三维(《维)波动方程，也有类似 
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第五章 二阶浅性偏微分方植 


的结果. 

【例4.4】热传导方程 
矿。 

的特征方程 (4. m) 为 

0£? + a 芸 + o | = 0. 

由 (4.12) 式，应有 

«oH-«j + al+ 03 ^ 1 j 

故 1. 因此热传导方程的特征曲面为超平面# =常数，其柯 H 
问题的初始条件恰给在特征面£ = 0上，这和波动方程的情形不 
同.对波动方程的柯西问题来说,其初始平面£ = 0为非特征面。 

习 m 

1. 求下列方程的特征方榨和特征方向 

dhu , , 

⑼ - 的* + “ . 

Sf a ~^T Scc ' i 1 

2. 证明经过可逆的坐标变换心=力0/1， «) ，原方程的 
特征曲面变为经变换后的新方程的特征曲面，即恃征曲面关于可逆坐标变換 
具有不变性. 

3-试证二阶偏微分方程解的 m 阶弱间断(即直至1阶偏导数为运 
续, m 阶倫导数有第一类间断)也只可能沿着特征曲面 发生， 

4. 试定义 n 阶线性偏微分方#的特征方程、符征方向和特征曲面. 

§5三类方程的比较与归纳 

在本节中我们将前面学习过的 H 类典型方程的性质作一些比 
较和归纳,并指出对于一般的二阶线性抛物型、双曲型及椭圆型方 
程来说，这些性质多数能够保持.由于一般的二阶线性方程已不再 
如这些典型方裎那样具有常数系数，形式也更为复杂,要得出与三 
类典型方程相类似的结论往往要困难得多，需要通过相当复杂的 




各 5 三类方程的比较与归纳 


运算与细致的分析,有时还需要引入新的数学工具.因此,在本节 
中我们一般只叙述有关的 结论, 而不详加证明，目的使读者对于二 
阶线性偏微分方程的理论有一个概貌性的了解. 

5.1 三类方程定解问题提法的比较 


我们首先对调和方程、热传导方程与波动方程的定解问题的 
提法作一比较.由于三类方程所反映的物理现象的特点有很大的 
差别，其相应的定解问题的提法也有很大的不同.例如对调和方程 
而言，由于它反映了一些处于稳定或平衡状态的物理童的分布状 
况，在其定解问题中，只有边界条件而没有初始条件，因而一般不 
提柯西问题或混合问题.对于热传导方程与波动方程，虽然都可 
以提柯西问题 与混合 问题，但它们所需要给出的初始条件的个数 
也不相对热传导方程只需给一个初始条件;而对波动方程，却 
需要给两个初始条件. 

如果我 fn 将二维调和方稈以及一维热传导方程、波动方程分 
别写成下列璲式： 


d 2 u , 

a 2 u 

= 0 

(6.1) 




dm 2 

du 


(5.2) 

d 2 u 

d 2 u 

— o 

(o) 

8 x 3 




在 _平面的矩形区域0 必3/上考察这些方程的定 
解问题，则在前面研究过的一些定解问题中，其相应的定解条#的 
给出方式可见下图(其中矩形每边上所附的数宇表示定解条件的 
个 数)： 

很自然地会想到这样的问题，是否可以对调和方程提出柯西 
问题,或者对热传导方程、波动方程提出狄利克雷间题呢？要一般 
地说明对一个给定的方程,怎样的定解条件才是合理的，这个问题 
并不简单，它是一个专门研究的课题.下面我们仅举例说明有些 
定解冋题的提法不满足适定性的要求，因而是不壳善的. 
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热传导方程 波动方程 

图 5.1 


我们回忆一下在第一章中提到过的适定性概念，它包含解的 
存在性、唯一性和稳定性这，三个方面的内容.存在性是指所讨论的 
定解问题至少有一个解;唯一性是指这个问题的解最多只有一'个 * 
而稳定性是指当出现在定解条件中的已知函数作很小的变化时， 

问题的解也变化很小 • 

现在我们介绍由阿达玛先给出的一个例子， 
它说明调和方程的混合问题是不稳 定的. 考察调和方程的混合问 

题； 

d'u dhi _ 0 ( 6 . 4 ) 

^ ^df ’ 

'«=0. u = ^-^4-sin ( 古 -5) 

^ oy n 

0 及 （5.0 


§5 '类方程的比 9 (-_； 归纳 


i«a 


利用分离变量法，易知此问题的解为 

1 ^ 

K>(^ f y) — sin 7icg shni /； 

同时，也可以证明这个定解问题的解是唯一的.但是，如果我们 
以两个函数之差的绝对值的最大值来衡量这两个函数之间的差异 
(即釆用连续函数的摸乂并把这个问题的解与满足齐次初始条件 

= 0 ( 6 - 7 ) 


及边界条件 (5.6) 的解0^0相比较，则容易看到，虽然它们 
满足同样的边界条件 ，且 当心时，龟以及吣0, 
0)-^(^ 0) 的直到第 A —1阶的导数)关宁$—致趋向于零』但是 
对于任一个 iSI 定点 （A 3/), 只要女 >*>, 那么解 y ) H V ) 
之差在 co 时却可以任意大，这就说明对调和方程的混合问 
题而言,尽管解是存在并且唯一的,但并不稳定.类似的例子可用 
来说明调和方程的柯丙问题的解也是不稳$的. 

现在考察热传导方程的狄利克雷问题.我们已知，对子热传导 

方程 

d^u du 
day 1 dy ’ 

只要在矩形区域 [0, 叫0,幻的三条边上，分别给定<0,的， 
v ) } U ( x , 0) 的值，所构成的混合问题的解就是唯-一的.因此, 
如眾再在边上任意给定 W 的值： 解一般来说就不能存 
在.因此，对热传导方程不能提狄利克雷问题， 

再考察维波动方程的情形.由第三章中的结果，可将其改 


写为 


d^u 

Wn 



( 5 . 8 ) 


的形式.在由 v ， h ， f 轴和 w 轴这四条边所围成的矩形区 
域上对它考察如下的狄軔克雷问题(参见图 2 ): 

0) = Mi )> 紙 L &) -MO 
w ( 0 , V ) =/2(vh v ) x A ( v ) ( 0 < yj <^). 
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为便边界条件保捋连渎，在矩形的四个颃 
点应当满足相容性条件 
等). 

由于方程 （5.8) 的通解为1^倉(0 + 
G ( v ) t 由 （6.9) 中给定在 f 轴与 w 轴上的 
边界条件已能完全决定解,其表达式为 

«-/i(f)+/ a fe)-/a(0) t (氏 10) 

因此，只有在成立 

MO =hd) +M 石 ) 一/舰 (611) 

f*(v) = /i(a) +/a (”) —/l(°) 

的特殊 情况， 所提的狄利克雷向题才会有解，因此，对波动方程 
来说，一般地提出一个狄利克雷 M 题来求解是不合理的+ 

从上面的讨论可知,对不同类型的方程,通常应该提出不同的 
定解问题来加以研究.我们在前面几章中所研究过的一些定解问 
题，其物理意义清楚,又满足适定性的要求,研究得也比较深入•随 
着嵙学技术以及数学理论本身的 n 益发展，所研究的数学物理方 
程及其定解问题的类型越来越多 ，范围 越来越广.其中，除包括大 
量满足适定性要求的定解问题外，近年来，特别在流体力学、金属 
探矿及气象预报等实际冋题中还经常遇到不适定问题需要加以研 
究，面且在理论及求解方法上都已有不少有价值的成果. 

下面我们分别对二阶椭圆型、抛物型与双曲型方程的性质作 
一个概括性的小结，从中还可看到这三类方程在解的光滑性、解的 
极值性质、解的影响区域与依赖区域及解关于时间的反演等性质 
方面的区别. 

5.2 二阶補圃型方程小结 

在抑豳欧氏空间的一个有界区域0中，一个二阶线性椭圆型 
方程的一般形式为 

―⑻ 2) 


i «0 

r 

—— | ⑽ 

I _ _ 

o 

图 51 
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其中系数叫及如 ㈡)适当光滑，叫=叫并要求满足如下 
的条件:对任意的 n 维向量(匕“)及5中的任一点 a 成立 

^ (a>0 常数\ (5.13) 

设的边界为 r, 通常要求 r 是光滑〔或分片光滑）的，设 it 

— (心…，％)为 r 上的单位外法线向量，称 P …，习 

如购) 为 r 上的 余法线向量. 在 r 上给定的边界条件通常有如下 


的几种形式： 

1) 狄利克雷 条件: 




(5.14) 

2) 诺伊曼条件： 



du \ 
瓦1 


(5.15) 

S) 隼三类边界 条件： 



鲁+即卜一沪(^>0)| 

OP 

(5.16) 

4) 等值面边界条件| 

1 


一待 定常数 

^ dS 甲 已知常数 

(5.17) 

其中 a 



2 

du 虎 

(B48) 


方程 (5.12) 带有上述边界条件的边值问题分别称为狄利克雷问题 
(第一类边值问题乂诺伊曼问题(第二类边值问題),第三类边值问 
题以及等值面边值问 «. 

在对 一般二阶椭圆型方程 (S.1 2 ) 及其定解问题的讨论中，系 
数〜(岣的符号起着重要的作用，它对于解的存在性、唯一性以及 
极值原理是否成立等都有很大的影响. 

定理 5.1( 极值原理）设条件 (S.13) 成立，且 Cc(aO<0 ■若 
在域 G 内/(^)>0,则方程 (S.1 2 ) 的不恒等于常数的解不能在 
区域公的内部取到非负的极大值;类似地，若在区 域幻内 /化)< 
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0,则 (5.12) 的不恒等于常数的解不能在區域 G 内部取到非正的 
极小值. 

由上述极值原理可知，当办(岣<0时，方程 L«=0 的解在 D 
上的极大值及极小值都在边界尸上取到，从而容易推得方程 
(6.12) 的狄利克雷问邇解的唯一性与稳定性. 

定埋 5.2 设条件(5.13)成立，且如0)<0.若在区域 O 内 
/0)>0,且方禋 (H 2) 的不恒等于常数的解在 D 的边界点 
^上取非负的极大值 ，而吻 位 T r 的光滑片上，则必成立 


盖(吻)>0, (5.19) 

其中#1为区域 D 在〜点的单位外法线向量.类似地，若在 G 内 
且不恒等于常數的解在 O 的边界点吻取非疋的极 
小值，则必成立 


由定理 6.2 可知，当 c 0 (»<0 时，方程的不恒等于常 
数的解在边界上取非负极大值的点，其外法向导数必为正值;而在 
边界上取非正极小值的点，其外法向导數必为负值.由此就可推 
得方程 (5. 1 2 )的第三类边偉问题的解的唯一性与稳 定性. 对于第 
二类边值问题及等值而边值问题，在❽ (a>) 不恒为零时仍有解的 
唯一性与稳定件；但当恒等于零时，其解在允许相差一个任 
意常数的意义下才是唯一的. 

特别需要注意，当如 O ) >0时,定理 5.1 及匕 2 — 般都 不成 


立.例如对于方程 


d 3 u 


d 2 u 

W 



( 6 . 20 ) 


易知穿 ）=« iii®sin2 /是它在矩形区域[0, air； 0 3 邱]中的解.这 
个解满足齐次狄利克雷条件,但在区域内部达到极大偵，且显然不 


恒等于常数. 

W 关解的存在性的讨论祖与«)的大小很有矢系?我们狂咚 
R 列出下述荦果:而不加征明_ 
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金理 s.a 设尸适当光滑，丑/0) ^ c a ( p ) C 即满足指数为 
«(0< a< 1) 的霍尔德尔 ( Holder ) 连续性条件)，则对于方程 
(5.12) 左端所定义的二阶椭圆算子必可以找到一个常数、使 
当 时， 狄利克雷问题 

{( 5 . 21 ) 

有解 u ^ CP ^ iQ ), gp « 的一切二阶偏导数均具有指数为《的霍尔 
德尔连续性. 

当/的光滑性改变时，也有相应的存在性定理,其中解 w 的光 
滑性随/的光滑性不同而不同，在此不详述. 

定理63说明，当 c 0 ( i ») 足够负时，方程（6.1 2 )的齐次狄利 
克雷问题的解存在.那么当勿0»)不是足够负时，关于解的存在 
性有什么结论呢？按定理 5.3 的形式来说明这个问题，其结论 
是：存在可列个;^值 (i = l , 2 ,…乂使得 X 除了取这可列个值以 
外，问题 （5. 过）的解均是存在且唯一的；而当 Z 取这搜值时， 
(5.21) 中方程右端的函数/必须满足有限个附加条件，才能使该 
问题可解.这个事实称 为弗雷德霍姆 C ^ redholin ) 二择性定理. 

我 ㈧ 最后简略地说及关于椭圆型方程解的光滑性的结果.在 
第四章中我们已羟知进调栩函数具有很好的光滑性，即它在区域 
内部处处是解析函数 * 对于一般的二阶神圆型方程，也有类似的 
结你若椭圆型方程⑼ 12) 中的系数及右端项/均为 0 "函数，则 
加果 《(«) 是这个方程在区域 G 中的解，它必定也是一个函 
数;又如果 (5.12) 中的系数及右端领/均为解析函数，则《0)也 
在区域公的每一内点解析. 


5.3 二阶抛物型方程小结 

二阶线性抛物型方程的一般形式为 

菩一 ㈣㈣ ， (6.22) 

ot 

式中石为由 (5.12) 式左端所定义的椭圖型算子，其中的系数仍满 
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足上段中所列出的条件. 

抛物型方裎的定解间题一般有两类，一类是柯西问题，即在 
平面 f =0 上给定初始条件 

t — 0； w ^ (5.23) 

要求在半空间 i >0 中方程 (5.22) 的解.另一类是混合问题，即在 
柱形区域 Q = Dx (0, r ) (其侧面为 2 = rx (0, 20) 上给定如下 
的定解 条件： 

( = 0* u^=<p ( a ? E ^3) , (5.24) 

(5.25) 

要求方程 (6. 22 ) 在 Q 中的解.其中 （5. 2 5) 是在侧边上给出的狄利 
克雷条件,它也可以用诺伊曼条件或第三类边界条件等来代替. 
关于抛物型方裎的混合问题我们有 

定理 5.4( 极值原理） 设 c 0 ㈨ <0,若在 Q 中成立- k 

<0( 或&>0),且 w 在0^ to ) 点取正的极大值(或负的极 

小值)，其中％为卩的一个内点 〆 《>><>,则对区域 Q 中一切满足条 
件 Kt 0 的点 (A 都成立0 

由此可以得到 

定理混合问题(土22)、 （6.24) 及 (6.25) 的解是唯一的， 
且关于初、边值条件是糖定的. 

事实上，若办 OOCO , 则所需结论不难由定理 5.4 直接推得_ 
若条件 0 o (®) <0不成立，可先作未知函数变换 w = 其中 a 为 

一个待定 常数. 此时方程^ -^=0 化成 | 一 （i _«>»()• 

因此只要取《充分大，就可化到办(>)<0的情形*这就证明了定 
理 6.5. 

和热传导方程的情形类似，为得到柯西问题解的唯一性与稳 
定性，必须对解在 p 土 00 时的增长性加以一定的限制.如果我们 
在有界函数类中考虑问题，就能够得到方程⑺. 22 )的柯西问题的 
解的唯一性与稳定性〔此时自然要求初值本身也是有界的)•这里 
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关于解是有界的限制述可以放松为如下的条件；对任何 T >0, 存 
在仅与 T 有关的正常数及 0=0(20, 使在区域 0 <K 
T r — oo < a ;< oo 上成立 

\ u ( x f (5.26) 


现在考虑混合问题(&22)、（5.24)及(5.25)的解的存在性问 
題.如県 (6. 2 4)及 (5. S 5) 均为齐次条件，又出现在方程(5. 2 幻中 
的系数与右端项以及0的边界 r 均足够光滑,则该混合问题存在 
经典解.在 (5.24) 及 (5.25) 为非齐次时，只要与 〆 f , 岣足够 
光滑，且在纟 = o , 处满足一定的相容性条件，仍可以得到经 


典解. 

关 J 抛物型方程 (5.22) 的柯西问题在假设初值史(®)与方程 
右端项 W 满足形如巧.26)的限制时，也能建立解的存在性 - 

抛物型〕 Y 程的解的光滑性要比椭圆型方程差一些，对它的解 
通常只能建立^光滑性的结果.即若《为方程 ( S .22) 的解，而 
(6.22) 中的系数与右端项都是所给交量的 CT 函数，则解0 
也是 (6 0 的函数.可是，当⑦. 22 )中的系数与右端项都是所 
给变量的解析函数时，我们并不能肯定《<>, 0— 定是 （6 0的解 
析函数.这一点从热传导方程的柯西问题 


Bu 

-~ fZ " -~ 

dt dx 2 

i = 0 - ^ tp 


= 0 t 


的解的表迖式 

u {< L t t ) = - ~ ^ (5.27) 

2aw J 

可以直接看出.此时方程的系数均为常数，自然是解析的，但解一 
般不是解析函数. 

关于抛物型方程还冇一个重要的性质，即它关于时间不是可 
逆的： 对于方程 (522) 来说，若给定《在时刻£ 之值 k )， 
只能求区域中的解 A 而不能求得区域中的解. 
在热传导方程或扩散方程的情形，这一现象就反映了热传导过程 
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或扩散过程的不可逆性.注意到在变换 T , 方程 (5.22) 变 
为 

每 (5.28) 

其中/0, t 1 ) =/(^ 0,上述抛物型方裎关于时间的不可 逆件就 
表现为对于向上(按〖增加的方向）求解的问题，方程(心22)中算 
子 Z 前的符号不能改为正号，否则所求解的问题将是不适定的. 
这点需要特别加以注意. 

在算子 I ：中的系数也与*有关的情形，可以类似地进行讨 
论， 

6.4 二阶双曲型方程小结 

考虑如下锻式的二阶线性双曲型方稈 

^ r - lM =f( J0} t ) t ( 5 . 29 ) 

其中厶仍为由（5,1 2 )式左端所定义的椭圆型算子，并满足那儿所 
述的一切条件. 

与抛物型方程类似，双曲型方程(5. 2 的的定解问题最常见的 
也是两类 .- -类是柯西问题，即在平面^0上给定初始条件 

u{x f 0) = 9»(of) J 0) (5.30) 

要在半空间^>0中求方裎 (6. 的解.这里需注意，与二阶抛物 
型方程的情形不同，对二阶双曲型方程，其初始条件必须有两个_ 
另一类常见的定解问题是在柱形区域 ^-^2 X (0, T ) 上给定如下 
的定解条件 

卜 0: u=g> } = ^ (a ； G^3)j (6.^1) 

(6. Z 2) 

其中侧边(0, T ) 上的边界条件 (5. 沿）也可以替换成诺伊 

曼条件或第三类边界条件等 • 一 

对于双曲型方程的解一般不成立极值原理 I 这可从弦振动方 
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租的达 朗铒尔 公式中很容易地看出 t 

为证明双曲型方程的解的唯一性与稳定性，其主要工具是能 
量不等式.如本章§2中所述，若引入能量积分 

E (0 - 

则混合问题㊉別)、（5.31)及(5.3 2 )(其中 0=0) 的解满足如下的 
能量不等式 

£(f)^Gf(i)^(0) + j 尸 (5.3S) 

其中丑 (0) 可以由 p 及小唯一决定.由此立刻可得混合问题解的 
唯一性与解关于初始条件及方程右端项的稳定性. 

对于柯西问题，记 Q 为以上半空间中任一点 
41) 为顶点向下作出的圆锥体,其半顶角~满足条件 

tg s 0> 去自0 (卜 1 ， t 

其中《为( 2 . 2 )中出现的常数，并记 Q 与平面常數的1截口为 
Q ⑷.令 

^ w = L >( w?+ S 

则柯西问题 (5. 如) 〜 (5.30) 的解满足如下的能量不等式 
E{i) <O(t)(^E(0) H- £ j 。。 t ) 如 dr) 

(5.34) 

由此也可得柯西问题解的唯一性与稳定性. 

对双曲型方程汸.邪)的柯西问题，只要初值充分光滑,其解必 
存在.对双曲型方程(匕2 9 )的混合问题，当初値与边但充分光沿， 
并在 wr, 处满足适当的相容性条件时，其解也存在 - 

对于双曲型方程来说，其解的光滑性不仅与方程系数及右端 
项的光滑性有关，而且与初值的光滑性有关,这一疼由弦振动方程 
的达朗贝尔公式就可以看出•事实上，在那儿如取初始条件为 

0)=^(^), 0)=0 7 其中 fOr) 二阶连续可微，但三阶导数 

wt 
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不存在，则方程的解也只是二阶连续可微函数，不存在三阶偏导 
数.这一点与椭圆型方程及抛物型方程的情璲都有很大的不同.这 
是由于双曲型方程一般描述了波的传播现象，而在波的传播过程 


中可以将解在初始时刻的非光滑性传播开去. 


在双曲型方程的研究中，影响区域与依赖区域的概念是十分 
重要的.以二维与三维波动方程为例，一点的影响区域是以此点 
为顶点向上作出的待征锥(在三维时为特征锥面)，于是波传播的 
速度其中《为特征锥的半顶角；一点的依赖区域就是以 
此点为顶点向下作出的特征锥与平面〖00所交的圆域（在三维时 
为球而).对一般的二阶双曲型方程，从能量不等式 (5+34) 可知， 
点 P 0 « O 的依赖区域必包含于区域中， 

影响区域与依赖区域的有界性也表明双曲型方程反映了具有 
有限传播速度的波的传播过程.对于抛物型方程与椭圆型方程来 
说就不是这样.如对热传导方程，从其柯西问题解的泊松公式可 
见.初始平面上任一点的影响区域都是整个上半空间，因为上半 
空间中任一点都会受到该点扰动的 影响； 反之 ，一点 的依赖区域就 
是整个初始平面 ^0. 又如对调和方程，从圆（或球）上狄利克雷 
问题解的泊松公式也易知，迪界条件在边界上任何一点处的微小 
扰动都将影响到整个区域内解的数值. 

最后，我们再指出双曲型方程的一个与抛物型方程不相间的 
性质，即双曲型方程关于时间是可逆的.作变换彡方程 
(6+29) 变为 


IiwOj - Oj (6.35) 

它与方程⑦. 29 )畀有冋样的形式.而对(5.郎)向^增加的方向解 
柯西问题(或混合问题)恰相当于对( 5 . 29 )向纟减少的方向求解相 
应的问题*双曲型方程关于时间 i 的可逆性也反映了物理上线性 

波的传播过程是一个可逆过程. 

在算子石中的系数也与 〖有 关的情形，可以得到类似的结 

果. 
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习 题 

1. 举例说明调和方程的柯西问题是不稳定的. 

2. 证明定理 5.1. 

3. 证明定理5.2,并由此证明二阶椭圆型方程第三类迈值问题的解的唯 

一性 ■ 

4. 证明定理 5.4. 

5. 对热传导方程的混合问题 

[dti _ a S^u 

t =0. w = fl >, 

3；~0 及 U ^= 0 7 

证明其解 t ) 在区域#>叫上关于自变童; F 及 f 可以任意 
次求导. 

6. 证明下述柯西问题 

^- + a 3 - g --0 00, a 为常数)， 

.t = 0 ； u—<p(p) 


是不适定的. 

7. 举例说对弦振动方程不成立极值原理. 

8. 利用调和方程在圆上的狄利克雷问题解的泊松公式,指出圆内任意 
—点的依赖区域是整个圆周， 





一一第六章一— 
一 阶对称双曲型方程组 


本章介绍一类无论在理论上还是在应用上都很重要的偏微分 
方程组 一一 ^一阶对称双曲型方程组 （简称 一阶对称双曲组）. 许多 
数学物理方程(组)都可以 化为一 阶对称双曲组 • 讨论一阶对称双 
曲组的主要手段一一能量积分方法在双曲型方程以及其它一些类 
型方程的硏究中也具有普遍的意义 * 弗里德 里克斯 ( K . 0. Fried ¬ 
richs ) 最早对于一阶线性对称双曲组给予系统的研究 * 并给出了 
这类方程组边值问题的一般提法.为叙述简单起见』本章在前四 
节中着重就常系敢的情形介绍有关的结果，但不难看出，对变系数 
的情形也邱类似地进行讨论.最后，在§ 5中,对拟线性的情形加 
以简单的说明. 


§1定义与例子 

讨论如下的一阶线性偏微分方程组 
Im=A.o ^ 

其中未知函数仅及右端/都是0 = 吻，…，叫，0的況维 
列向量函数， A k ( k ^ O t 1, «) 与五是依赖于 (A 锻 N yN 

定义 1.1 若為(々 = 1, ‘■、 《) 是对称阵，」 n 是对称正定阵， 
则称方程组 ( U ) 为一阶对称汉曲组- 

今后我们只着重讨论土私…， W 与五是汉 XI 常数 

元素矩阵的情形. 

下面我们给出一些 例子. 从这些例子可以看出，几乎所有在 
数学物理中常见的双曲型方程(组)都可以化为一阶对称双曲组. 



u 定义与例子 


SOI 


【例1八】走克斯韦尔 (Maxwell) 方程组. 

右电磁波理论中，对各向同性的均匀介质成立如下的麦克斯 
韦尔方 程组： 

f sEt 〜 cxotJ5T %£* = 0, (12) 

1 cvotE ^ 0, 

其中 ./?= (也％办）表示电场强度，(心， A s ) 表示磁场强 
度, c 力光速， A 为介质 的传舒 系数， 6 和 /i 分別力介电常数和导璐 
率.将( I. 2 )写为分量的 形式： 

6 鲁 hffi - 尝)+^°， _ 

'4-( 盒-备 H , ( 

dh ^. t J de t 0&只 \ — 

p^r+ c W_ 瓦”’ 

dh R 丄 V \^(\ 

J 1 * 8i \ dxt 5% / * 

易知方程组 (1,?) 是一个对称双曲组.■事实上，若记 〜 
其中吞上角记号7表示向量的转置，则方程组 CU3) 

可以写为如下的 形式： 

(U) 


(1^3) 




Bv .= 0 f 


其中 
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0 

0 

0 

0 

0 

0 

0 

0 

0 

0 

—c 

0 
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0 

0 

— 0 

0 

0 
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0 

0 _ 


_ —o 
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0 

0 
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_0 

0 

0 

0 

c 

0 — 


'X 
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0 

0 

0~ 

0 

0 

0 

—G 

0 

0 


0 

A 

0 

0 

0 

0 

0 

0 

0 

0 

0 

0 

,B = 
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0 

l 
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0 

0 

0 

—c 
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0 

0 

0 

0 
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0 
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0 

0 

0 

0 

0 

0 

0 

0 


0 

0 

0 

0 

0 

0 

_0 

0 

0 

0 

0 

0„ 


— 0 

0 

0 

0 

0 

0_ 


而空白处为零元素 . 易见为对称正定阵，2, 3) 为对 
称阵. 

【例 I . 2 】声学方程组. 

由第三章当流体在平衡状态附近作非常微小的振动时 
(例如声音的传播)，流体动力学方程组可化为如下的一阶线性方 
程组(声学方程组乂 


r dVu + j>Xpo) 

dt po ^ 


尝 


0. 


8), 


( 1 . 6 ) 


将 (1.5) 的前三个方程两端乘以卹，最后一个方程两端乘以 〆 ( Po ) 
/ ㈣ 就可将原方程组化为一个形如 C 1 . 1 ) 的一阶对称双曲组，其中 

U = (??!, V^tj t> Sf p ) T j 


A > 


0 /( Po)l 




Po 


po 


p(po) 

~^Po ~ - 


0 0 
0 0 
U>U o 



U 定义与锏子 


m 


— 0 0 0 0 _ 


~0 

0 0 0 ~ 

0 0 0 p '( po ) 

, ^& = 

0 

0 0 0 

0 0 0 0 

0 

0 0 〆 (恥） 

^0 y ( po ) 0 0 _ 


0 

0 p f ( po ) 0 _ 




召_0,/=0,而空白处为零元素 t 
【例: L 3】 高维波动方程. 


d % 




+…+ 


th 


W v Vdi^i ' J dx 
为将方程 （ i . e ) 化为一阶方程组，引进新的未知函数 吻， 
« Vn )’ 如下： 


( 1 . 6 ) 


tv 


&v 


(jfc = lj •", m) j %\^±— 


dv 


扣 i r " … dt • 

这样方程 (1+ 6 ) 可写为由如下的 N = n-{-l 个方程所组成的一阶方 


裎组: 


. 况 fc _ ^ n+l m 0 
dt 


( A^lj «)j 


警 -O … +©”• 


( u ) 


不难看出，上面的方程组不是对 称的. 但用类似于上例的方法，将 
(1.7) 的前 a 个方程两端乘以0^就得到一个形如 (1.1) 的一阶对 

称双曲组，其中 

4 - 

么 4 <? a , 


A fc = ^ 0 S ( fc 行〉 (/：-=!, - ^ *0, 



( 頌） 

B=^o r /= (o^ o, 0j gY, 

而空白处为零元素 • 

【例 1.4】 弹性力学方程组， 



笫六草-阶对称双曲芈方枰组 


对各向同性的均匀弹性体，讨论其位移所满足的方程组.为 
叙述简单起见，我们只就二维的 情形进 行讨论 ( 澍三维弹性体，可 
以类似地进行 讨论乂 此时以扒及奶表示位移分量，就成立如下 
的弹性力学方程组： 


& 作) 去(著+貪办严匕 （1 . s) 
^- a + 去(普 七馨 )i 如 =^ a .9) 


其中 P 为密度，」 a 及尸 a 表示体积力分错， x 及 p 为弹性体的拉梅 
(Lam6) 常数 . 

引进新的未知 函数： 



Up 






%1 
dt f 




那么方程组 （ i.s) 〜 CL9) 可改如下等价的肜式（其％价性需 


耍在相应的初始条件下来证明，队赂乂 



这里我们记 ^ 及 /i=|(i=i, 2 ).上面的方裎 

组虽然不是对称的，但仍可将官化力一个辩称双曲组.为此将 
(1.10) 改写为如下的 形式： 







Z95 


( a -\- h ) — (« + &) 忠 - + 孕一0, 


dr ^ 


dl 

dl 


-b 


d ^> 2 


0, 




dx 2 dx ± 


dt 




dx 2 


^/ij 


㈣㈠ 警 -(『⑷齋+令 


(1.11) 


du 3 A 


, du 4 


Or 


BUi 




L cA dx± 

由于 A b >0 ? (1.11) 与 (1.10) 显然等价. # CL 11) 写为矩阵的形 
式 (11), 其中 

( a -\- b ) 0 0 0 a 0 

0 6 0 0 0 0 

0 0 1 0 0 0 

0 0 0 5 0 0 

a 0 0 0 (ci+6) 0 

0 0 0 0 0 lj 


-^0 ： 


-^ i : 


0 -(> + 0 0 


0 


0 


0 


■ Aa : 


，（“ 4- /j ) 0 

0 0 

0 0 

0 0 

0 0 

0 0 

0 —b 

0 0 

0 0 

—d 0 


0 


a, 


0 


0 

0 


0 

0 


a 


0 


b 


0 


b 


0 

0 

0 

0 


0 

0 

0 

0 

0 

0 


0 

0 
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0 

0 

0 

0 

( a +6) 


0 

0 

0 

-h 

0 


a 


0 

0 

0 

0 

( a + 6) 

0 
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第六章 一阶 对称双曲型方 fi 组 


^ = 0, f lf 0, 0，/ 3 广 

易见3。是对称正定阵，而 2 b 为对称阵，所以 (1.11) 是一个 
对称双曲组. 


习 m 

h 设一个空间变数的常系数一阶方程组 

普“ 备揚 =f(!Df ° 

在下述意义下是双曲型:矩阵4的 W 个特征值 Ah ^都是实 fo 相应于 
这 J / 个特征值有叹个线性无关的左特征闹量 

卜 ( eu ) 

试证明这个方程组一定可以通过未知函数的线性变换化为一阶对称双囲组， 
3. 给定常系数二阶双曲型方程 

” n 

Vtt- 2 +S V* f +*oV,+c^=/(^ 

Oi 5-3 

其中是对称正定阵.试将上方程化为一阶对称双曲型方程组. 

3. 给定常系数对称双曲组 

试证明 总可 以通过适当的未知函数变換将它化为首项系数为单位阵的一阶 
对称双曲组. 


§2能量积分与柯西问题解的唯一性 
这一节我们讨论一阶对称双曲组的柯西问题： 

0, (2.1) 

t ^ O . , (2.2) 

对这个问题，我们苜先利用类似于第三章§7中的方法建立相应 
的能量不等式，然后利用能量不等式导出柯西问题 ㈡ .1) 〜 (2. 2 ) 
解的唯一性.为此，先介绍类空曲面的概念_ 

定义 2.1 对一曲面 

* (2*3} 


若矩阵 



62 能置积分与柯西问题解的唯一性 
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々 一 (2 . 4 ) 

在汶上是正定的，则称曲面沒哭于算了- L 是类空的.若矩阵 (2.4) 
在沒上是半正定的，则称 S 
关于算子 i 是弱类空的. 

因为乂 0 为正定，显然超 
平面#—常数是类空曲面. 

现在对柯西问题 （ H ) 

〜 (2.2) 来导出相应的能量 
估计. 

设 Q 为由初始平面 
0与一个弱类空曲面 S 所围成的透镜形区域(见图 6.1), 

在 Q 中考察方程组 (2-1). 

以切的 转置/ 犮乘方程组( 2 .1 乂得 

^ A 0 -^-+2] 备切咖=办 (2.5) 

因为 A ^ k - O , 1, n ) 都是常数元素的对称阵，所以 

(w 2 * A^u) ^ - A 0 uAo = 2u T Aq (2.6) 

类似地 

去十、11) = 2仏备 ( h ^ l f 2 r ... # n ). (2.7) 

由于 (2. 6 ) 与 (2.7), (2.5) 式可以改写为 

+ + 2 ^- 2 ^/. ( 2 . 8 ) 

dt £?% 

我们暂且假定矩阵 B 在 <3 上是正定的（下面我们将看到，这一点 

总是可以作到的)，即在 Q 上成立 

u T Bu>0 t \u\ 1i 9 



这里 | w | a = j |«*% C / i 是一个正常数 • 
在 Q 中积分 (18) 式得 


(2.9) 
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第六章一阶对称双曲型方程组 




dxdt-\-2 u T Budxdt 
JQ 


= ^2 u T fd ^ d ^ (2,10) 

其屮 dx = d ^ r - } dx n , 利用格林公式/可将上式右端第一个积分改 
写为 


a 


u T A a u dx + 


u^A^ucmin, i)-f S w r J ft «( 5 os(n, <c K ) 


dS 


= — j^ T AoU 办 +j s U 31 ( Ap— ^ A^t r (2.11) 

其中 w 表示 汉 的外法线向; y : , Q ={( t } $)|^4>0,£二0}是透镜 


形 M 域 y 的底面，而 i 


i-f 


令 ( &(p V 

ft 4 l V dx k ) 


2 


> 0 . 


由关于 JS 为弱类空曲面的假设，有 




小一 曲 0 • 


( 2 . 12 ) 


由关于 S 的正定性假设 (2.9) ，有 

j " u T Bu d ^> C / i||wj 

其中 M , h < Q )= j Q \ u \ 2 dxdt t 又显然有 

j I u T A 0 u dx < C 7 a J j 0) 办， 

其中 Cf 3 为一正 常数; 再将如下简单的不 等式： 

| 2 < f | 训 | u | a + 0i 1 |jr 

应用于( 2 .10)右端的积分，可得 

! f 2u v f d^dt \ <Oi|[«i|| + 

J Q j 


(2 .切 


(2.14) 


(2.15) 


利用上面的估计,不难证明下述的 

定理11设 Q 是由与弱类空曲面汉所围成的透镜形 
区域 ， u = u ( a} f i ) 是方程组 (2.1) 的解，那么成立如下的能量不等 

式： 



能量积分与柯西问题解的唯一性 


SQ9 


0) 奶)， （2.16) 

其中 C 7 是一个正常数. 

证明如果矩阵 i # 满足正定梏条件 (2.9), 那么由 （240) 式 
并注意到 (2.11) 〜 (2.15), 就可得到 

2Cfi|wlL^<^aj o l«(^ 0) I Hx + Oi [| uI + ar 1 1 /II 

曲此立即得估计式 (2 *16 乂 

若 B 不满足正定性条件 (2 代替％ 引入新的未知函数 

U — tT ^ u ^ (2 , 17) 

其中 P 是一待定的正常数.易知~满足如下方程 

禹督 + 卞 /. ( 2 . 18 ) 

对这个方程来说,其低阶项的系数阵为 

B + Mo , (2.19) 

由于戽 的正定性，只要取户充分大，总可以使矩阵( 2 .刊)成为正 
定矩阵.这样由上一段的结果就得到 

0) I a dar+ (2*20) 

Q 

注意到 0), 且在 Q 上成立卜 I < 

AM , 其中认为一个正常数，由 （2. SO ) 立即得( 2 .1 6 ) 式. 定理证 

毕. 

由定理 2.1 可得如下的 

走理2.费设 i ) 是柯西问题 ( H ) 〜( 2 » 2 )的解，则存在 
一个常数使对(>， f ) 空间仟一点0°, 户 ）（(°>0)^在«0 
处的迨由/在锥形域 

上的值以及叫在 0® 的底面 

O a — {(aij 0) f fas — m°\ 

上的區唯--确定.特别当在及/在仏中均为零时，狀在 
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Q 令 中恒为零. 

证明锥形域仏的锥表面方程可写为 





其法线方向为 

1 

(-i —W A — W 〉 


1 

、 # a | a ；—^ f aj °|/' 


考察矩阵 


(2.21) 


由 于立) 的正定性,不难看出，只要取®充分大,就能使矩阵 (2.21) 
是半正定的.对这样选取的 h 锥形 域仏的 锥表面是弱类空的, 
因此在&上成立能量不等式 (2.16), 即 


特别当在 Q « 中在 a * 中叫 =0时，由上式知 

b!W>=0. (2.22) 

根据 M 的连续性及 0) =0,由上式立得 在仏中 

w =0 4 

定理证毕. 

由定理 2.2 立得 

推论 3.1 柯西问題( 2 .1)〜 (2,2) 的解是唯一的 • 

由定理2,2可以看出，柯西问題 （2.1) 〜( 2 . 2 )的解在点 
( x Q t * 0 )处的值完全由/在 Q « 上的值与 wo 在兑 * 上的值确定，与/ 
及叫在仏外的值无关-这说明了一阶线性对称双曲组与波动方 
程一样，具有有限的依赖区域，它同样反映了波以有限速度传播的 

这一事实. 

【例2.1】考察三维波动方程的柯西间題： 

_ d\ a a i? , ^ , 的、 —n /o o 奶 

. G (頁+商 + 商)。， (2<23) 
- 0 : i ?=9 3 ( a ?), 叫 =屮(》)， （2*24) 

如同在例 I ， 3 中那样，令 
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可将柯西问题 (2 , 2 3)〜 (2. 2 4)等价地化为 

( u ) 

^ =0 ; k = t (2,26) 


其中 d 0j yli ， 為及 4 见 § 1 例 1』,而 ^ o ( aj )- < p aiJ 9 ^ A ). 
此时相应于 (2. 2 1)的矩阵为 


e a 0 

0 0 s 

~ 0 0 

一 C 2 (而 一!C?) _ f (兩 -3 ^) 1 

_一 _ o [ a — ： t ° | " a | a ；— sc^l 一 

不难验证,只要就足以保证矩阵 (2.27) 是半正定的, 
特别取 a = C , 那么锥形域 Qa 就是 

Q ( t ： j 必一巧 < o ( 古 0 —名)， 


0 

0 

c 3 


a | a ?—3 ^J 

c ^( o?a —疼) 
a | uf — iC°l 

O I a ： — 35° I 


(2,27) 


相应的锥表面就是波动方程 f 2 , 23 ) 的特征锥而 ■ 
由定理 2.1 中的能量不等式 (2-16) 式知，此时 


W ®， 0 )卜， 

这与第四章§ 7中得到的关于波动方程的能量不等式在实质上是 
一 致的. 


习 睡 

1. 设 o 为由超平面 f = o 与 f «= T 所甬成的无界 区域. 并设 wec ff ( D > 
nc 1 ^), 且对每 f e [ o , t ], wo , t )】 关于: c 具有紧支集*试证，:对一阶对称 

双曲箅子 


Lu | + Jh* 备 + 如 , 
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给 六李一阶对称双曲型方程沮 


成立如下的能置不等式： 

+ J n II^C^) Hiacs ,i > l ^ T )> t ^ ip ； T~\ t 

其中 c ; 为一正常数，而 t <0 简记 t > 等. 

3. 设 

S 扣 t = fi < p ( x ) } 0<^<1 

是一族具有公共边界 {* = 0, 91 (^) =0} 的曲面，它们关于一阶对称双曲组 

c?t *-l CSfi 

均是类空的，且其中恃两张曲面都围成一个透镜形咳域.记 

v 1+ ^ 

设“为方程0的解,定义能量积分 

£(pt) = f t^Aifj^udS (0<^<1>, 

证明 ^^- = 0 (0</^1). 


§3柯西问题解的存在性 


现在我们来讨论柯西问题 (2.1) 〜 (2 3) 的解的存在性.虽然 
本节所得的结果对一般形式的方程组(2. 1 )也成立,但为了使证明 
过程尽可能地简单，我们只考虑一种重要的特殊 情况： 设方程组 
(2.1) 的系数阵为常数元素矩阵,且低阶项系数阵在§ 1中 
讨讼过的四个例子中的后土个均属于这种 情况. 另外不妨设 
口 J ( 单位阵）（见本章§ 1的习题3)，即讨论下述何西 问题： 

f 与+2 4^~=/(化次 (3-1) 

^ = 0； u ^= Uo ( x) t (3.2) 

为了求解问题(3.1)~(3. 2 )，与过去求解非齐次波动方程及 
热传导方程的情况一样，利用齐次化原理,只要讨讼相应的齐次方 


程组的柯西 问题: 


du 


n 


+ s ^ 


du 


at ' ^ ^ 

0. «^« o ( a!) t 


0, 


(3.3) 

(3.2) 
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由午方靼组 (3.3) 的系数阵的元素为常数/可以果用第二章中 

求解热传导方程柯西问题时用过的傅立叶变换方法来求解问题 
(3 氣 (3.2). 

将 (3.3) 与 (3.2) 的两端关于®施行傅立叶变换，得 

(3-4) 

i ^= 0 . u ^ Uo(^) t (3,5) 

其中 f =(芒1，…，匕)表示变量$= 0^％)经傅立叶变换后的 
对偶变量,^表承《关于变董$的傅立叶 变换： 

祕 ，0 ;. ( 2 上 ) n J 俨 e~^u{x f i)dx t (3.0) 

其中…十而一个向量函数的傅立叶变换指的是 
对其每个分量施行傅立叶变换后所得的向董. 

(3.4) 〜 (3 +5) 是一个常系数的一阶线性常微分方程组的柯西 


问题 t 

由常微分方程理论知其解为 




(3.7) 

其中 

A (£) = - A^ t 

(3.8) 

而矩阵的指数函数的定义为 



_ 1$ ( J + U (f ) £ 十…屮 j (M (1) t ) ft ). 

(3.9) 


将由 (3.7) 式给出的0关于 f 进行傅立叶逆变换，就得 
到了柯 西问題 (3. 3)、 (3.2) 的形式解 


0 = ， f e 卿心 (i)di t ( 3 . 10 ) 

为了说明由上式给出的<% 0确为问题 (3 .3)、（3. 2 )的解，只要 
证明 （3.10) 右端的积分以及由它在积分号下关于 ® 及〖分别求导 
一次后所得的积分在 (A 0空间的一定范围内是一致收敛的.为 
此，我们先估计 

引理 3.1 存在常使 

卜哪|灿 V ^ GR \ (3.11) 
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即对矩阵的每一个元素均成立如上的估计， 

证明因为 A ^ l t 是对称阵，所以 A (£) 也是对称 
阵，其特征值均为实数， 设为心 (f ), 因为对称阵坷在 
正交变换下化为对角阵,故存在正交阵17 (0, 使 

MS)-U(S)A(S)U-KS) 3 

其中』 (f)pdiag(k …， h). 于是，我们有(由 （3.9) 式也不难 
直接验证） 

U ( S)e (3,12) 

其中 e w ⑽…，因为 t；(f) 是正交阵，所以卩⑹ 
与汀夂泛)对 fGFT 是一致有界的(这里说一矩阵有界，意即它的每 
一元素有界，下闻).又因为…，V 均为实数,所以也对 
f € R B 二致有 界.这样就得到了矩阵关于 f €R" 的一致有界 
性，即 (341) 成立. 

引理 3.2 设那么 

|5®)|<lf_(l+R|)-*， (3 .IS) 

其中 Jf , 为一个与 * 有关的正常数，而表示 於中 汉次连 
续可微并且具有紧支集的函数的全体. 

证明根据傅立叶变换的性质宿 

在 (0 =( 硭)°把)， | a |<& (3*14) 

其中 《■=(% … ，％ ), dr...d)' 

(这 卜⑹ 

而 |a| — 叫 +… +0n, 又显然有 

[^| = \/ 行 + … Ti max j , 

并注意到盏(:卜 # 所以 


其中贫 1 … ☆. 


(3, US ) 



M 柯西问坻解的存在性 




由 (3.14) 及 (3.15) 式，有 

a^\^y\u(^)\<2>J s \m<co\ 

la 卜？ 

-2。2 fSi(OL (3*16) 

|«| <-3 

由傅立叶变换的定义，有 

1^(01 

^ "(2^ )" " L » l da，J l « K s . (3+17) 

这里因为所以 ( s +17) 右端的积分存在.由 （3 ■: 
(3.17) 式立刻樽到估计 (3.13). 引理证毕. 

利甩上述两个引理,就可从形式解 (3.10) 出发,证明柯西何睡 
(3.8)、 (3.2) 解的存往性. 

定理 3.1 则齐次一阶对称双曲组的柯 
西问題(3.3)、(3.2)在*>0上存在经典解《(»). 

证明考察 (8,10) 右端的积分及在积分号下分别关于 i 及® *■ 


( Jfc — 1^ n ) 求导一次后所得的积分 

J 0 -[ (3.18) 

Jr h 

i s -f 产，來，⑽心 ( e ) 赶…，抑)， (3.19) 

J R H 

由定理中关于 《 oO ) 的假设及引理 3 . 2 ,有 

一侧. (3*20) 

又因为 2( f ) 是 g 的一次函数,所以存在常数4>0,使 

utf)l<^a+lfl) veeir. (3.2i) 

这样，由(3* 2 0>、( 3 .21)及引理 3.1, 必存往常数 Cf a >0, 使对一切 
成立 

[ | < O a ( l + | f | ) - ㈣ ， (3-22) 

|<0 8 (14 - j ^|)^ B+1) , (3-23) 

-. ，， Ji). (3.24) 
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C 3. 22 )、（3 JS ) 及 (3.24) 说明 (3.10) 右端的积分以及积分 

…，均对一切⑭， i ): 是一致收敛的.这就证明了 dio ) 
确实给出了柯西问题(3.3)、(3. 2 )的解.定理证毕 4 ^ 

注 3.1 定理 3.1 中要求柯西问题的初始资料叫 ( W 在一^ 
界集外恒为零.因为双曲型方程组具有有限的依鱭区域，这一点 
并不是一个严重的限制.事实上对一般的作一 


无穷可微函数使 

f 、 fl , 当沁|<工时， 

”⑷。 io , 当|叫>2时， 

然后用《,? ) (»= 17 ^^^叫[»代替《 0 ( 0 作为初值，这里《是一个 


正常数.显然0)€<^ +2 (把).由定理 3.1 及推论 2.1 知，对 
这个初值，方程组( 3 .3) 存在唯一的解一 (A 利用依赖区域是 

有限的这一事实立即可得，当 a — ①时，0趋向以《0(岣为 
初值的原柯西问题的解，这样，也就得到了原柯西问题的可解性 * 
在解决了柯西问题 (3 +3)、 （3.2) 的求解问题之后，利用齐次化 
原理就可求解柯西问题 (3.1) 〜 (32). 事实上，设〖0)是下 


述问题 的解: 


那么 


ot jfc»l 

v i=^ w=/(^ r) f 


0 


u 


(a>j h r)dr 


(3.25) 

(3.20) 


就给出方程组 (3.1) 在 i = 0 时取零初值的解.将这个解与柯西问 
题(3.3)、 (3. 幻的解迭加，即得柯西问题， 2 )的解.至于 
为了使问题(3. 2 5)〜(3. 2 6)的解存在，对所需添加的条件, 

是容易列出的，这里从略. 


习 题 

1. 试证明常系数对称双曲算子 


Lw 已 




f Bit 





满足 莓丁 时 a 性备4,即存在一常数 a 使对矩 f 车 

的任一特征值1均成立 _1 

2. 设 《 c (:t)e<^ +3 ( 於) t) 是在注 3.1 中所确走的函数,谈明当 
a— «时,*^(4 0收敛于柯西问題 


的解. 


0 ; li = Wo (3 F ) 


3. 设 fto (! r ) eO w ( B "), 试 S 明柯西问题 

t vi _n 

0j 

L *~0； W = Mq ( a ?) 

存在唯一解(及 'x 丑 + )，其中 js + = co ,《), 


§4 混合初边值问题 

4.1 问醞的提法 

设公为 m 空间中具有光滑边界 r 的有界区域.在0», 0的 
变化区域乃中考察对称双曲组 

J 麻4。尝十 盖 + fi «=/( o ^). (4.1) 

在现在的情况下，为了保证方程组 (4.1) 的解的唯一性，象我们对 

波动方程已经作过的那样，除了要给定初始条件 

i = 0； w — f Q (4,2) 

外,还应在区域 Q 的侧面 s ^ rx ( o f r ) 上给出逭当的边界条件. 

线性齐次边界条件的一般形式可写为 

Mu = 0 r 在2上， （4.3) 

其中见是一个矩阵，其秩为^><汉 4 如果写成分量的形式, 
(4. S ) 表示在侧面2上《应满足安(<況）个线性独立的约束条件: 

,饥十十依 

. 在2上. (4.4) 

■ * 171 ^ 1 %+-** + m^yUjf — 0 , 
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在侧面2上的每一点，齐次线性代数方程组 (4.4) 的解组成的 
—个子空间 R 因此，睪求《在侧面上满足边界条件(4.3)，相当 
于要求 u 在侧面上的每一点属于的相应的子空间 a (对于侧 
面上不同的点，相应的子空间 w 可以是不相同的).所以边界条件 
(4 • 3) 也可以简写为卞面的形式： 

«6ar, 在 S 上. (4,5) 


4.2 对于非负边界条件 的能釁 不等式 

现在来考察边界条件 (4.S) 应满足什么要求，即子空间: r 应满 
足什么条件，才能使我们可以利用§2中对柯西问题已使用过的 
方法来得到初边值问越 (4.1) 〜 (4.3) 的能量不等式， 

将 (18) 式在 Q 上积分将 

(i^Aow) + 5]-^- {u T A k u) dxdt -\-2^u ¥ Budxdt 


2 u T f dx dt^ 


(4.6) 


对上式左墦的第一个积分利用格林公式，可将 0.6) 写为 
u^AdUdx'^ : j s u T AudB +2j^w r £u dj>dt 

1 da>dt t (4.7) 

A= (4.8) 

面 I*— (他 # …，〜）表示: f 的单位外法线向量.如同对柯西问题 
所作的那样，这里仍不妨假设 丑是正定的. 这样，不难看出，只要 

满足边界条件 (4.3) 的 u 能使二次型 

u T Au (4.9) 


在2上是非萆的*即亦是二次型的非负子空间，那么利用与 
§2中同样的推理，由 (4.7) 目 P 可导出类似的能量估计，从面可得到 

混合初边值问题( 4 .幻〜( 4 . 3 )的解的唯 一性- 

在如是 二次型 Aw 的非负子空间时，我们称边界条件 ‘(4.3) 
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关于算于 i 是非 S 的+ ^ 

定理 4.1 设边界条件 (4.3) 哭于 X 是非负的，《是初边值问 
题 (4.1) 〜 (4.3) 的解，那么成立如下的能置估计：^ 「 

+ ■ ( HO ) 


与 


N (0 I /( T ) |2，功如)， 


^[0, T ], 

其中 O 为一运常数. 

证明由关于兀的假设知 

u T Au>0 

因此 

I w r j 4 udj §>0- 

由 £ 与 的正定性有 

j" u T Bu dx dt^Ox j m|| ®i W)j 


又显然有 


(4. il ) 


(4,12) 


(4.1 S ) 


f u^A^u I > Oa I w (2 1 ) 1(4.14) 

Ja \t=T ■- 

.I 

f <O 4 u( 0 )ll^ } , (4.15) 

Jo *=o 


另外，类似于 (2.15) 有 

I 2u T f dx dt <Oi||w||ij(^+ 

将估计式 (4.12) ~ (4.16) 代入 (4；7) 式，即得 

o 3 || w ( T ) |i 叫 i + GiM ! 他 ⑼ |!灿十 II !•(«>. 


(4.16) 


(4.17) 


由上式立即对得（ 4 . 10 )式.为了要得到估计式以. 11 )，只要将 
(4,17)中的2’换成乙9换成口><.(0,0即可*定理诞毕. 

由定理 4.1 所示的能量不等式立即有下面的唯一性定理. 
定理具有非负边界条件的泯合初边偉问题（ 4 .0〜 




(4.3) 的解是唯一的. 
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4*8 合格边界条件 

上面在边界条件 (4.3) 为非负的假设下，得到了初迈值问题的 
能童估计，从而证明了定解问题解的唯—性.我们自然要问 ：“边 
界条件为非负”这个假设能否保证初边值问题解的存在性呢?回答 
—般来说是否定的.因为若有一组非负边界条件已使初边值问题 
存在唯一解，那么在此基础上，在边界上再人为地添_线性边界条 
件仍能保证二次型的非负性，因为此时由于约束条件增加， 
边界空间 w 将变小.故一般来说，这时我们不能再指望定解问题仍 
有解存在 4 鉴于这个理由，为了保证解的存在性，我们应要求适界 
空间尔在所有的非负子空间中是最大的 ，这就 引入了如下的定义： 
设迈界空间 m 是二次型 u T Au 的非负子空间，且如果不存在 u T Au 
的一个非负子空间以亦为其真子空间，那么称为的最大 
非负于空间. 

定义 4,1 设边界条件 （43) 在万上的任一点所对应的边界 
空间 m 是的梟大非负子空间，那么称这个边界条件关 于算、 
子 i 是合格的， 

在适当的假设下，对合格的边界条件，可以怔明初边值问题 
(4+1) 〜 (4.3) 的解的存在性.对这个问题的讨论超出本书的范围， 
我们就不深入下去了.这里要指出的是，对于一阶对称双曲组而 
盲，迈界条件的合格性这一要求给出了一个较一般的准则，使我们 
可以判断在边界上给出什么样的边界条件是合理的-这个准则， 
在许多情 a 下很有用处，而且使用起来也是很方便的. 

下面我们继续讨论合格边界条件的性质. 

首先要 说明的是，对二次型而言，最大非负子空间并不 
是唯一的.如 M 考虑到，对同一个方程组我们可以提各种实质上 
不相同的边界条件，那么最大非负子空间的不唯一性就是很自然 
的了. 

【例 4.1 】在区域 Q=(o, i) x(o, m 中考察方程组 
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皆 (:)+(/ Q i)^y ° ： ㈣ 

在边界 ±.j 


相应的二次型为 

u^Au^ui — u% 

所以如下的适界条件 

®=0： Ua — crtii = 0^ \ a-\^X (4.19) 

都是非负边界条件，而且由迈界条件 (4.19) 娇确定的边界空间亦 
显然是 vFAu 的最大非负子空间（从而 （4.1 p ) 是处的合格边 
界条件).但在(％/此)空间 ，对 不同的 a w 表汞过原点的不同的 
直线，即是不同的子空间.由上述,图 6.2 阴影区域中过原点的直 
线都是的最大非负子 
空间. 

既然最大非负子空间不 
是唯一的，那么不同的最大 
非负子空间能否具有不同的 
维数呢？回答是否定的.下 
而一个定理吿诉我们，最大 
非负子空间的维数是唯一确 
定的. 

为了简单起见，我们只 
讨论侧谢2关于算子/>处处为非特征的情形，即设矩阵乂在侧 
边2上处处非异+ 

定理 4.3 设侧面2关于算子 i 为非特征，那么的最 
大非负子空间的维数等子 矩阵乂 的正特征值的个数 ■ 

证明因乂为非异的对称阵，所以其特征值心， h 均为 
非零实数，且相应的特征向量可组成标准正交系•设 

K>^, Vn ， \v<°* 
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并记 ® 为 u T Au 的最大非负子空间，我们证明 

dim 

(1) 先证 dimsr < r . 用反证法.若 dim?r>r, 那么 dim jf + 
N - r > N r 因此兀与由特征向量 W +i> 张成的子空间的 
交是一个非零予空间所以一定存在一个非零向霹且 

u= V a^ k \ (4.20) 

fc ^ r+l 

其中办 a = r + l , J ' O 不全为零.由特征函数的正交性，有 

v T Av = v T S ctkAu m — v T 2 

、 - S 2 2 A co , (4 t 2 i ) 

f ^ r+l k ^77 t k frTl 

这与矛盾. 

(2) 再证用反证法■若那么对 
Oi , …，如 ) T 考參如下的方 程组： 

f v T Au=0 yu^yv, (4.22) 

'*' i v T *u Wt =0 (» —r+lj N) t (4.23) 

因 4 非异 , 所以 dina j4：?t = diin3r = d. 这样， （ 4 . 22 ) ~( 4 * 23 ) 实® 
上是关于 $ 的 <*+ 汉- r 个方裎所组成的线性代数方程组. fi d + 
N - r < N , 所以（ 4 * 22 )〜( 4 . 23 )必存在非零解①，由（ 4 . 23 )式, 
可将 T 表尕为如下特征向量的线性组合： 


1?— 名内私⑺, 

(4.24) 

其中 a*(A = l, …， fl*) 不全为零.于是得 



(4.25) 

所以由(4: 22 )知 



对任意的《€ w 及任意实数I由 (4-22) 及( 4 .26)式有 


(w 十 td) r * A (it 十甘 = vFAm -f-2Tu a *^ , t5+T 3 !/ 1 '-Ad 

'^rVA i o>O n 

由子 v 车 uv t 这与亦 的最失 非负性矛盾， 




槪含初边值问 JS 




综合 (1) 及 (2), 即得 = 定理 证毕. 

注 4.1 在 A 不是非异的情况下，类似地可以 证明； 的 
最大菲负子空间的维数等于2的非负特征值的个数. 

下面通过两个简单的例子来说明如何确定合格的边界条件* ’ 
[例4.2】在远域 (0, i) x (0, r) 中讨论一个空间变数 
的对角型方程组 


0# (4.26) 

其中 Z = d ; iag (人 i 心〉，而 -■、 K<A K+it *"? 九 jf >0 .瑰 
考察对方程组 (126) 而言,在边界 ^-0 与处,应提什么样的 
边界条件. 

在边界处，-次由定理43知， F 乂 tx 的最大非负 
子空间为 r 维，从而在处应给出及- r 个独立的线性约束条 
件.显然 

Uf^O (j=r+l, … ， h?0 (4 .这 7) 

是一个合枨边羿条件.一般地说，设在处的旮格边界条件可 
写为 

2饥 <* wifc = 0 *■*, N ^ r) t (4.28) 

)^1 

其中矩阵的秩为及一 A 为讨论方便起见，将(4.淡)改写为 
如下形式： 

M J t ^ H - M u u n ^ 0^ (4-29) 

其中 



易知矩阵财 n —定是非异的1否则，方程 、 

} 

将有非零解从而满足( 4 .抑)，即但另一芦面 



，有 
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这就与 m 的窟义矛盾.由于及 " 非异， （4*29) 总可表示为如卩形 
式； 


屮=2仍舰 ( j = r + l , •■*, N) m (4.80) 

t— 1 

4 了使边界条件 C4.30) 为非负（从而一定最大非负，即为合格边界 
条件 )，（4.S0). 中的还应满足如下要求： 

— >0, (4,31) 

类似地，在 * = 1 处，食格边界条件的一般琨式应为 

. 况 

种 (i=-lj fir), (4.S2) 

其中 仙应满 足如下 要求： 

S§ ^ C^-i ?ii% ) (4.33) 

容易看出，当 |仰|与一 I 取得充分小时，条件 (4.31) 与 (4.33) 
总是可以满足的. t 这就是说，当|與<|及I和I充分小时，在边界®=0 
与处,分别由 (4.30) 及 (4 ， 32) 给出的边界条件是合格的， 

【例4.3】在 Q = 0x(0, T) 中考察髙维波动方程 


d^v 

~W 


< 




dx A 


+ 


d^v 


d^l 


0* 


(4.34) 


由 § i 中的例 i • l 此时在侧面 r x ( o , r ) 上有 


A 


^niA k 


0 


0 - 


0 


o — 


*3 __ ^3 0 


71±0 * * - — 


其中巧，… ， O 是 t 上的单位外法线 向量. 于是 
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n 

- 2o^ Vj nfctffcitM+i 

K^L 



14+1 _ 



( 4 . 35 ) 


由此可见，并非对任何的 《 都能使即 u ^ Au 的最大非负 
子空间不是全空间.于是在侧面 2= rx ( o , r ) 上必领给出边界 
条件，但由 (4.35) 不难看出形如 

14 + 1*—A = 0 (^<0) (4.36) 

或 

? u ； Mfc=Q ( A ,*^ 0) (4.37) 

*=n 

的边界条件是非负的，其中 X 是实参数.因为的最大菲负子 
空间的维数小于及=1，故 (4.36) 或 (4.37) 必为 u T Avm 最大非 
负子空间，从而它们所给出的边界条件是合格的* 

如果在 (4 •別）中取 A =0, 即得 

^1=0, (4.38) 

它是个合格边界 条件.用％ ■，换回原来的未知函数％并 
利用 r 在^0时的初值为零,这相当于要求在2上成立 

(4 , 39) 

这就是第一类边界条件.如果在 (4.37) 中取即得 

S (4.40) 


甩枷 = …， n ) 换回原来的未知函数％即得在 S 上 

-^= 0 , ( 4 , 41 ) 

on 

这就是第二类边界条件. 


习 癰 

1. ^ Q ^ QX { 0 } T }, 是及中的一个有界区域*边界为 A 
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第六窣一阶对称双曲型方程组 


Hit* 曰 2。4 f) 

是一阶对称双曲组.如果给定的边界条件 

Mt *| i =0 

所决定的边界空间成是二次型 « Mw 的非正子空间，这里 A 由 (4.8) 定义，证 
明对下述边值问题 

L^=g{x t f ), ( a ?, 0 €Gr 

‘ Mil I s =0, 

也成立能置估计式,其中是£的共轭 算子： 



3. 设是 ii 3 中的一个有界区域，其边界为 r , 证明对声学方程组 
( 1 . 5 ) 来说,在侧面 2= rx ( o , r ) 上的下述适界条件 

«1外+时3 + «3邱 = 0 

是一个合格的边界条件，其中(％办％〕是 r 上的单位外法线向董. 

3. 设是及 3 中的一个有算区域，其边界为尸.对由弹性力学方程组 
(1.8) 〜 a .9) 所得到的一阶对称双曲组来说，证阴在侧面 T ) 上 
形如 

j (入 + 十卩 njfWa+ C 入 + 从〉«1*<5 + apu B =^0 } 

I ( A +2 fi ) n /*5+^ pa $=0 

的边界条件是合格边界条件，其中 0< d <«, 0< jS <^ (叫^^是^^上的 
单位外法线向置, A 及 A 是拉梅 常数. 

§5 一阶拟线性对称双曲组 
考察如下形式的一阶拟线性偏撖分方程组 

其中乂 Jt 0 = 0, 1 ，…， 71) 是依赖于未知函数向童 W ， （叫， 

的汉 x 汉阵. 

定义 6.1 若对任意给定的 <沪，厶是对称正定阵，土(是 
-1, <是对称阵，则称 (6.1) 为一阶拟线性对称双 曲奴. 

在物理及力学中所碰到的许多拟线性双曲型方程 ( 组)都可以 
化为一阶 初线性 对称双曲组.例如第三章§ 4 中描述可压缩流体 
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迓动的流抹动力举方涯组 


| 昝 + 技 “X (5.2) 

W + J}®*'ft' + ^?£ =s，0 (—1, 2, 3) (5.S) 

就可以逋过下述办法化为一阶拟线性对称双曲组.以 Z 乘 (5.2) 

P 

两边，以 P 乘 (5.8) 中各方程两边， 记 ( Pj % ^ ^) T , (5.2) 
〜 (5.3) 可改写成 


2 、普 

k^l 伽 Jt 


(5.4) 


其中 


Oj 0 〆 0 

P 

0 0 0 0 


j^- % 〆 0 0 \ 

p f p^i 0 o f 
, 0 0 0 0 
\ 0 0 0 0 / 

/^a 0 0 〆 
\ P 

= 0 0 0 0 


么叫 y y u A, = i V v v u ( 56) 

I 尹 ’ 0 p4J a o I I 0 0 0 0 

\ 0 0 0 0/ \，00 pvj 

由于 iO>0, P f ( p ) >0 立即可知 (6.4) 是一个一阶拟线性对称双曲 

组. 

对一阶拟线性对称双曲组 (5.1), 我们同样可以提相应的柯西 
问题： 


.*=-0 ： U = «q(®) 

以及混合初边值问题等.这些问题可用迭代法求娜，应用对线性 
问題的能量估计式以及^不动点原理， 当资料 
适当光滑时，可以证明存在一个正常数屹使所考察的柯西问題 




咖 第六韋一阶对称双曲型方程钽 

(或混合初边值问题)在 [0, 切中存在唯一的经典解.’具体诬明从 
略. 


在这里要强调指出的是，和线性对称双曲方程组恧以在任意 
时段 [0, r ] 中存在“大范围”的经典解不同，一阶拟线往对称双曲 
组的柯西问题(或混合初边值问題)一般只能在小范围 [0, 中存 
在局部的经典解，而当时,经典解可能不存在，称为解 的破裂 
(blow up ). 这一事实是线性方程组与拟线性方程组的本质区别 
之 一. 为说明这一点，考察一个最简单的例子 


r &u . 

~W 

. ^ 0. 


du 


dx 




( 5 . 7 ) 

(5.8) 


易见，（6.7)~(5.8)的经典解1^在通过初始轴#=0上一点(>0,0) 
的直线(特征线） $ — 上保持为常数值叫).这样， 
如果所给的初值炉 W 满足条件：存在两 点巧及 使巧<%而 

则直线 与直线 ^ — 就会 

在某一时刻相交，而解在交点值的值就不能唯一确定.因 
此， （5.7) 〜 (6.8) 的解必定在有限时间内破裂. 

很多拟线性双曲型方程组都描述某些确定的力学现象，而力 
学现象的发生一般并不终止于某一时刻，所以客观寒际往往要汞 
在大范围中求解.对一阶拟线性对称双曲组的渾入研究表明，当 
方程组和初值满足一定的附加条件时，其相应的柯西问题就会有 
大范围经典解存在.例如对问题 (5.7) 〜 (5.8), 容易看到，当史是 
x 的单调不降函数（ 〆 (>) >0) 时，在^0就存在大范围经典解； 
又如对柯西问题 (6.6), 在方程组具有某种耗散性质，且初值又是 
适当“小”时，也可以证明在纟>0时大范围经典解的存在唯一性. 
另一方面，前面解在有限时间内破裂的例子说明，往往需要把经典 
解的概念加以扩充，使它能够反映自然现象从连续到间断的转化， 
将可能发生的各种澎式的间断性质包含在解的定 义中. 以空气动 
力学中的激波现象为模型所定义的拟线性双曲组的间断解,：就是 
—个突出的例子. 
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习 甄. 

1■设 ？?(；!?) 为有界的函数,证明何西问题\5.7〕〜 (5.8) 在上存 
茌整休经典解的充要条件是对一切 a ? e R 成立 

2. 对形如 」 

£C W )-^ - +^(«)CC«) 

的拟线性方程组，其中《=(«1^…， t %)' a «) 是非异的汉 XF 阵300为况 
阶对角阵'而为 Y 维向量，证明它一定可以化为一阶拟线性对称双曲 



-第七章- 

偏微分方程的广义解和数值解 


在本章中，以调和方程的狄利克雷问题为例介绍广义解的概 
念及几种广义解的定义 （§ 2)，并从不同的广义解的定义出发导出 
几种常用的数值求解方法 （ S 3), 

§1引 言 


在本书的前几章中，我们主要讨论了一些数学物理方程及其 
定解问题的经典解，它在求解区域中适当光滑,并按通常的意义满 
足方程及定解条件（即将解代入方程及定解条件后可使其化为恒 
等式）.这种经典解的概念是最容易理解的，而且如果能够求得经 
典解，应用起来也是最方便的.但是在实际求解数学物理方程的 
问题时,有时(甚至在很多情况下）尽管我们希望能得到经典解，但 
却不一定能得到它，或者不一定能一下了•得到它.例如在问题中 
给定的资料(如方程的系数,非齐次项或定解条件』甚至区域)本身 
不够光滑的情况下，经典解就可能不存在.这样，在研究数学物理 
方程的定解问题时，往往不得不放弃〔或至少暂时地放弃)经典解， 
而考察菲经典意义下的解，即广义解. 

广义解的定义是多种多样的.总的说来，广义解不具有经典 
解那样髙的光滑性，因而不能要求它按通常的意义满足方程及定 
解条件，而只能要求它在某种适当的意义下满足方程及定解条件. 
这里所说的按某种适当的意义满足方程及定解条件，可以有多种 
不同的形式，实际上就由此给出了各种不同的广义解的定义.然 
而，尽管广义解可以有多种多样的定义，但均应满足—些共同的要 
求，即只要所考察的广义解具有足够的正规性（即适当高的光滑 
性)，就应该是经典解，即按通常的意义满足方程及定解条件；反 



调和方程狄利克雷问题的广义解 


我们在0, 3/) 平面的有界区域 G 上考察下述调和方程的狄利 
克霄问题 

d^u , ?hi 


M - 


0 . 


( 2 , 1 ) 

( 2 . 2 ) 


祕 l d ^ 

其中 r 为的边界，设其分段光滑，而/为在 r 上给定的连嫌 
函数， 

我们已知，有很多不同面貌的物理、力学问屬归结为上述定解 


8® 调和方揮汍 利充宙 问炫的广义解 »1 

之,满足一定正规性的经典解如果存在,也一定是广义解. 

一般说来，由于对广义解的要求较低，要求得所考察问题的广 
义解相对来说是比较容易的.因此，要求解数学物理方_的定解 
问题，可以先求其广义解(这往往已经可以满足问題的需要)，然后 
在可能的条件下再证明此广义解具有足够的正规性，从而在实质 
上是问題的经典解.我们可以看到，由对经典解的研究过渡到广 
义解,是适应实际需要的必然趋势,也是由数学物理方程的经典理 
论发展为现代理论的一个突出的标志. 

由于广义解的定义各种各样，不可能也不必要一一加以介绍. 
我们在下面§2中将以调和方程的狄利克雷问题为例，介绍其广 
义解的几种定义，并考虑其间的相互关系.由此可以看到，广义解 
并不神秘,它的引入通常是很自然和合理的，往往具有相应的力学 
和物理背景.接着。在§3中，我们将从这狴不同的广义解定义出 
发，通过离散化,引导出求解数学物理方程的几种常用的数值求解 
方法.由此可见，对广义解概念的不同理解，不仅给数学物理方程 
的研究带来丰富的内容和多采的面貌，而且为数学物理方程数值 
解法提供了不同的出发点.换句话说，数学物理方程的各种不同 
的数值解法，可以从对广义解概念的不同理解上找到它的渊源.至 
于对各种数值解法的详细讨论,不是本章所要着重说明的问题，读 
者可参看有关数值解法方面的书籍. 
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问题的研究.为了下文的需要，这里仅举出下面两个钶子. 

【例 2.11 平面稳定溫度场. 

考虑一均勻且备向同性的平面物体，设其厚度为1，面它在 
( Ay ) 平面上所占的区域为设在 G 的边界^上给定稳定温 
度要求此物体在 O 上的稳定温度分布函数由第四 
章就化为上述的狄利克雷问题 (2.1) 〜 (12). 

现在找们再从头考虑一下该问题的归结过程.由于温度场是 
稳定的,此时在物体内部虽然仍有热量的流动，但在任何地方均不 
可能有热量的积聚或损耗.因此，对£>内任一分段光滑的闭环路 
A 由热量平衡条件，流入厶中的净热量应为零.根据热传导的傅 
立叶实验定律，设 I 的单位外法线向量为％则在单位时间内沿《 
方向经过 L 上弧 dflf 的热置为 


dQ = m , 

on 


其中 A 为热传导系数. B 此 

f [ Jc^dS=0 Vi, 

Jl Jl on 

即成立 

础 =0 VL . 

若沒）€以(奶，由格林公式有 


1 


du 

dn 




dx dy t 


(2.3) 

(2.4) 


其中设为由 i 所包围的区域 _ 从而，此时 (2.3) 式可写为 

((au dxdy = ^S V 货 ‘ (2.5) 

苒由于货的仟意性，就得到调和方程 (2.1). 

、这样，在边界上温度分布为已知的平面稳定温度分布函数《 
A 只 要属于以(£») 就应为狄利克雷问题 (2.1) 


〜 (2.2) 的解. 

【例2*2】弹性膜的平衡. 





请和艿程狄刺 克霣闽 K 的广义解 *M 

由第眩牽例 iii， 边界固定的均勻弹性膜在不受外力作用时, 
其在垂直方向的位移 W 同样满足狄利克雷问题 (2.1) - 
(2.2乂 其中 G 为膜在 0, 3/) 平面上的投影所占的 !E 域，尸为其边 
界，而边界条件 (2.2) 由膜在边界上的固定情况所决定. 

下面来着一个怎样的函数 */) 可以被称为是狄利克雷 


问题 (2.1)-(2.2) 的解,并由此引入各种不同的解的定义. 


狄利克雷问题 (2.1)-(2.2) 的解的最自然^定义是如下的 
定义I若函数 ^)^ o \ a ) r \ o % S ) r 且将其代入方 
程 (2.1) 及边界条件:(2.2)能使它们化为恒等式，就称奴) 
是狄利克雷问 S(H) 〜 ( 2 .幻的解或经典解. 

这是我们在前面几章中已经仔细讨论过的情形,然面,这并不 


是对解的意义的唯一的理解方式. 

以前述稳定温度场的情形为例.在得到调和方程( 2 .1)之前, 
我们首先由热量平衡条件得到 (13) 式， 然后在处以(£2 )的假设 
下，再利用格林公式推得调和方程 （2. i ). 反之，若并 
满足调和方程(2.1)，采用相反的步骤也珂证得( 2 *3)式 1 这样，上 
述经典解的定义就可以等价迪表示为:叫0(奶("1⑺沼乂且 w 满 
足 （2.3) 及 （23) 式. 

注意到在对解的定义的这一表述中，我们没有要求站满足二 
阶偏微分方程( 2 .1 乂而只是要求&满足积分方程( 2 . 3 ),其中只出 
现《的一阶偏导数 • 对解的定义的这一表述方式，在叫 01 ⑹） n 
C ^( O ), 甚至《€0 0 (石)，在 G 中分块 O 1 的时候，仍然是可以有意 
义的，我们可利用它对解的概念加以扩充，在更广的函数类中求 

解』为此，引入如下的 _ 

定义 n 若函数 «=«(«, p ) €0。(5) ，在卩 中分块 os 且满 

足 

| ^Sf=0 VZt (2.3) 


及 




( 2 . 2 ) 
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其中是 D 中的任一分块光滑的闭钚路，《是其上 的单位 外法线 
向量，则称 3/) 为狄利克雷问题 (2 A ) 〜 (2.2) 的解或广义 
解. 

由上所述，由定义 I 定义的经典解 V ) —定是由定义 
n 定义的广义解,反之，若由定 义11 定义的广义解 《 eo s ( i 3 )n 
0^(5)，则它一定是由定义 I 定义的经典解.但一般说来，釆用定 
义对解的概念 是一种 扩充. 

我们看到，这里对解的概念的两种不同的理解，本质上仍然反 
映了同样的物理模型（如热量的平衡)，但可以搪此将解的概念进 
行一定的扩充.由于在一个更广的函数类中求问邂的解，总比在 
—个较狭的函数类中求解要来得方便一些，只要不破坏解的唯一 
性，将解的槪念进行适当的扩充，对求解将会带来一定的方便，这 
一点我们在下一节中还将会 看到. 

狄利克雷问题 (2.1) 〜( 2 . 2 )的解的另一形式的定义仍然可以 
从相应的物理模型中导出.根据力学中的最小总位能原理，一个 
物体如果处于稳定的平衡状态，其相应的总位能必达到最小.现 
在考察前述的均勻弹性膜的平衡 问題. 可以证明 ，（ 相差一个常数 
因于)弹性膜的总位能可写为 

/(w)= [f [(尝 )+( 鸯)]岭’ （2 . 0 ) 

其中 o 为膜在(>， 3/) 平面上的投影所占的 K 域， 3/) 为膜 
在垂直方向的位移 * 利用最小总位能原理，处于平衡状态的膜在 
垂直方向的位移 ？/) 所对应的总位能应不超过其他 
一切可能的垂直方向位移状态 W 所对应的总 位能/ ㈠). 
精确地说，若成 Cf 3 (⑺ PKAG) 是狄利克雷问题 (H) 〜 u. 2 ) 的 
经典解 ; 且 J(w) 取有限值，则必成立 _ 

^\ r = f t /(W 取有限值， (2*7) 


即成立 


J(u) = min J(v) f t 


(从 




苴中 
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V = {^0\Q)na\Q) } i>\ r =f, /(Oc + ooh (2.9) 
因此， u 可视为一个变分问题的解，即求泛函/0)在集合 P 上的 
最小值问题的解.反之述可以证明（见下文），若且满足 
(2,8) 式，则 u 必是狄利克雷问题 02,1) 〜 （2,2) 的经典解. 

这样，一个偏餃分方程的求解问题 （11) 〜 (2.2) 就可化为一 
个变分问學这个事实称力变分原理.在现在的情形下，它 
是最小总位能原理的一个具体表现. 


注意到泛函 / W 中只出现 v 的一阶偏导数的平方积分，可以 


利用上述变分原理将解的概念加以扩充,而引入如下的 
定义 III 记函数集合 


在中分抉 d 1 , 
^\ r = f f J W < + oq }^ 

若函数 《 = 满足 

J («) = minJ (v) f 



( 2 . 10 ) 


( 2 * 11 ) 


/W [(奋) 3 +( 哿 ) 1 —( 2 . 12) 

则称 W 为狄利克雷问题 ( 2 .1) 〜 (2.2) 的解或广义解. 

下而我们将要证明，由定义 I 定义的经典解，若使 /(«) 为有 
限,则必为定义 III 定义的广 义解; 反之,若由定义 III 定义的广义 

则它必为由定义 I 定义的经典解.但一般 
说来,采用定义 m , 对解的概念是一个扩充， 

这里指出，如果采用索伯列夫 （ Co 6 m 0 B ) 空间，上述广义解的 
概念还可得^进一步的扩充，并仍能保证解的唯一性，不仅如此, 
索伯列夫空闻实际上还为讨论上述类型的变分问題提供了一个最 


自然的框架,但这里我们不拟涉及这方面的内容. 

最后，我们再介绍解的另一种形式的定义，它和上述解的定义 
m 是完全对等的，但却采取不同的形式. 

仍先在为有限的假设 下考察 鋳, 
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由于由 (2. S) 式，可得:对任一实数\成立 

J ( u )^ J { u + 7 , w ) Vw € r 0j (2.13) 

其中 ^ 

r 0 = {^|^ea a (i 3 )nO 0 ( 5 ), w\r-O f 

/( 忉 ) < + oo} ‘ (2,14) 

注意到 


: J(w) 叫 jS 鲁+奢普 )_ 


十奴 ㈤ ， 

且它当 j ,= o 时迖最小值，就应有 

dJ (it + 人明） 


(2.15) 


从而 成立 


1 ( &u 

\ d ^ 


0 tv , 

1 + 瓦. 


^Yxdy^ (2,16) 


反之，假段由上式又可反过来推得 （ 2 ， S ) 式.事实上， 
对任何〜令 

* w = V 一 uGV^hm 


由 (2.15) 〜 (2 46) 式就有 

J{^)^J(u^rw) =J(u) -\rJ(w) >J(u) V^G V, 

这就是 （2.8) 式. 

因此，为了确定狄利克雷问题（ 2 乂) 〜 ( 2 . 2 ) 的解奴=«(^女） 
e V r ( 2 .8)式和( 2 .加)式是等价的，我们已经知道，（ 2 .8) 式对应 
于力学中的最小总位能原理，而 C 2 - 16 ) 式是通过试验函教严令 
来判定解的，它对应于力学中的虚位移原理， 

这里补充证明前述的变分原理，即若则议是狄利克雷 
问题 (2.1)-(2*2) 的经典解等价于成立( 2 •幻式‘由于已证得此 
时 (2. S ) 式和 (2.16) 式等价，只需证明《是狄利克雷问题（ 2 二)〜 
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飴痉典解等价于成立〔2.16)式即可. 

先&吒 F 为由定义 I 定义的经典解，对任何切用切乘 
调和方程 (2.1) 的两端,然后在口上积分,就得到 


^wAudxdy^O 

Q 


(2.17) 


w duody 


再利用格林公式，并注意到 wk = 就得到 



'r 


w % dxdy ~\\{ 

Q 


die dw 4 0u 0w' 

dx 0x dy dy , 




—+ 鸯每 ) ㈣ Ml 

这就是 (2.1 6 ) 式. 

采用和上面相反的过程，由 (2*16) 式可推得 (2 .打）式■由此 
必可推得社 在公中 满足调和方程 (2*1) -因若不然，不妨设存在 
一点（化抑 ） e A 使>°,由于 < 0 3 (奶 ， 必存在 Oo , 
Po ) 的一个邻域，使在其中成立加 >0. 取试验函数切使它 
在此邻域中 >0,面在其外恒等于0 ( 这样的试验函数是一定可以 
取到的乂就与（ 2 , 打） 式矛盾 • 这就证明了所要求的等价性 ■ 

M 然，用 (2.16) 式定义的解的概念可以和定义 in 中那样地 

进行扩充,而引入如下的 

定义 tv 若函数(见 ( no ) 式)，且满足 

JfJSS 十岩韵如 ㈣ Mb (㈣ 

其中 _ 

Ff { w 卜 e O d ( S ) , 在 G 中分块0^ 

■w j r — t 7 (^ ui ) - + (2.19) 

则称 g /) 为狄利克雷问题（ 2 +1)〜(2.幻的解或广 义解, 
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完全重复前面的讨论，可知定义 ni 与定义 iv 是完全等价 

的. 


上面我们对狄利克雷问题 (2.1) 〜 (2.2) 介绍了有关解的意义 
的四种不同的理解方式.我们可以看到，如果所考察的解具葙足 
眵的正规性，这四种意义下的解都是等价的.另一方面，对不同童 
义下的解，由于其表述形式的不同，可以相应地对解的概念作适当 
的扩充，在更广的函数类中考虑其广义解，而用不同的方式进行扩 
充后所得的广义解是不一定等价的. 

我们指出，将解的概念进行扩充的方法除上述的几种以外，还 
可以有其它的方法，其中特别重要的是利用广义函数将解的既念 
进行扩充,但我们这儿对此不再进行讨论. 


习 m 

1. 证明：若并满足调和方程 (2.1), 则 W— 定满足 ( 2 . 3 ) 式， 

2. 直接证明下述的变分原理；若《(7(见 （2.9) 式)，则 M 是狄利克雷 
问题 (2.1) 〜 (2. a ) 的精确解的充要条件是 (2.8) 式成立. 

3. 证明 ： ^ u ^ C \ Q ) f \ G ° 0 ) f « 且对任何 u ; 在 O 
中是紧支集(即切在 O 的边界厂的_ -邻域中恒力零\成立 

则 1* 必为狄利克雷问题 (2.1) 〜 (2^2) 的经典解. 

4. 证明： 若 t*ec 3 (£3)nc。®), 且对苷 何具紧 支集的 we 


成立 


jju^w die O f 

a 


则 “必为 狄利克雷问题 (2 ■ 1) 〜戊.幻的经典解. 

5. 证 明:对 由定义 n 定义的广义解 y ), 仍成立平均值公式及 

极值原理，从而证明此广义解的唯二桂+ 

6. 证明由定义 IV 或定义 III 所定义的广义解的唯 一性. 


§3调和方程狄利克雷问题的数值解 
在实际承解偏微分方程的定解问题时，除了在一些特 殊的情 



U 谪和方释狄 封從 畲问题时被值解 


m 


況下切■以方便地求得萁精确解外,在一般的情况下,当方程或定解 
条件具有比较复杂的形式,或求解区域具有比较复杂的形状时，往 
往求不到或不易求到其精确解.因此，实际的需要促使我们去寻 
求偏微分方程定解问題的近似解，特别是便于利用电子计算机求 
解的数值近似解，简称教值解. 

求偏微分方程的数值解的方法是多种多样 的，， 它本身已形成 
了一门独立的研究科目.这里我们只着重说明，对 偏微分 方程定 
解问题的解的概念的各种不同理解，祖同时为数值解法提供了不 
同的出发点，导电不冋的数值求解方法.这只要进行离散化，将相 
应的连縷型问题转化为相应的离散型问题就可以了. 


3.1 有限偏分法 

对于狄利克雷问题 （2.1) 〜 (2.2) 用定义 I 定义的精确解，要 
求得其相应的数值近似解，必须要将相应的微分方程问题 (2.1)- 
(2.2) 离散化,这就导致有限差分法. 

为说明方便起见，设求解区域卩为单位矩形0<女 
见图 7.1. 近似求解的方法要点 如下： 


(1) 取步长 办一丄 (打>0整数乂用3?=砧（卜0, 1,…，…及 

ft 

y = jh ( J =0， l ， …，) 这些平行于坐标轴的直线在区域上画出网 
格.网格线的交点称为节点，其坐 
稼为（％ 0 = ( 访， jW, 简记为 
Vi ) ( i , n) 或 j). 近 

似处理的第一 点是： 代替求整个区 
域0上的解汉)，只要求在 
节点上解的近似值叫⑷卜0, 1, 

…， n ). 注意到当步长 A 愈来愈小 
时，网格将愈来愈密』这样近似的处 
理在 A 相当小时应该是合理的.这 
样做，将求区域 G 上的一个函数的 田 
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问題化为求在节点上的解的近似值这有限个数的间魎，即将—个 
无限维的问魎化为一个有限维的问 «. 

(2) 近似处理的第二点是:用差商来代替导数，即将方程中出 
现的偏导数近似地改为节点上解值的差商，从而将微分方程改为 
差分方程 .因为导数是相应的差商的极限，这样的处理在&相当 
小时也是合 理的. 

但是用差苘来代费导数，却有多神的可能性.例如对函数女 


f ( x ) 的一阶导数 /'( a ?) 来说，可分别用 


前向差商 

-/ o ) 

h 9 

后向差商 

/ o ) -' f ( id ) 

h 1 

中心差商 

2 h 


等来近似代替 • 因为利用泰靭 CTaylor) 展开式 ，容易证明，当 
0时，上述这些差商均以厂0®)为极限.同样的原因，对于二阶导 
数 rip ), 通常可用二阶中心差商 

来近似等等‘这样，对同一个偏数分方程来说，往往可以列出多种 
多样的差分格式，我们可以根据实际求解的需要来进行优选，这就 
给偏微分方程的差分解法提供了丰富的内容賴广阔的活动余地 ■ 
现在回到所考虑的狄利克雷问题( I 1 )〜( 2 * 2 乂对任一不落 
在边界尸上的节点（称为 内节点 ） （％扔 )（ 见图 7 . 2 )，将其上 奴对 
疋及对9的二阶偏导数分别改成相应的二阶中心差苘，并代入调 
和方程 (2 J )， 就得到在此节点处的相应的差分方程 

-- W ~^~ h a ， 

整理后即得 




0 3 调扣方桎狄利克笛问题的数值解 2*1 

(0 U ) 内节点 I (3.2) 

这说明在内节点 fei ) 处的解值 
应等于周围东南西北四节点处解 
值的算术平均值.这一事实是调 
和函数的平均值定理在差分方法 
离散化时的表现，<心2)通称为 
五点格式. 

这样，对每一个内节点 
奶)都可以列出形如 （3-2) 的一个 
方程，而对落在边界 f 上的节点 ^ 7 2 

(称为 边界节 点)，其上的 w 值可由狄利克雷边界条件 (2. 2 ) 直接给 
出，是已 知的： 

奶） （( U ) 边界节 点). （3,8) 

因此，对于每一个节点都可列出一个线性代数方程，我们就得到一 
个以节点解值为未知数的线性代数方程组.可以证明，这个线性 
代数方程组恒有唯一的解,且可以通过直接法或迭代法来求得，它 
就是我们要求的狄利克雷问题 （2.1) 〜 ( 2 . 2 ) 的〔近似的)数值解 ■ 
我们还可以证明，当步长卜 >0时，上述有限差分法所求得的数值 
解收敛于原问题 (2.1) 〜 (2.2) 的精确解.因此，当步长相当小时， 
可以用有限差分法来求得足够近似的解. 

可以看到，采用有限差分法的好处是对规则形状的区域列计 
算格式比较筒便，但当求解区域 O 具有比较复杂的形状时，则需 
用多角形区域来加以近似，此时所有节点虽仍可分为内节点和边 
界节点两类，但对边界节点上的计算格式往往需要进行具体的处 
理，而不易采用一个统一的计算程序来求解各种不同具体情况下 

的问题. 

3.2 元体平衡法 

现 在考虑 由定义 n 所给出的解 * 为了求得其相应的数值解， 
必须将条件 P -3) 进行离散化处理，这就译至另一神数值求解法， 
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称为元体平衡法 4 


(1) 首先仍设求解区域 D 为单位!矩形{0<^1, 0< y < l} t 

并仍借用前述的直交网格（见图 7.1) .和有限差分法时一样，近似 
处理的第一点是：代替求整个区域上的解 y )， 只要求 
在节点上解的近似值叫 ⑷ j = 私…， 《), 

(2) 近似处理的第二 点是： 代替要求在任一闭环路 li 上成立 


平衡条件 (2. S ), 改为在某费环绕节点的特定的闭环路 i 上成立 
(2.3) 式，这种围绕节点的特定的闭环路所包围的区域称为元体. 
要求每一个节点都有一个相应的元体，不同的元体间互不重迭，而 
E 所有这些元体正好合并成整个求解区域兑这样，由在每个元 
体上成立平衡条件,就可得出在整个区域 G 上成立平衡条件. 


元体的选取方法原则上可以是相当任意的，但为了求解的方 


■ 


卜 +1> 




1 

1 


㈣ 

\ 

i 

1 

—— 

«J> 1 

—— 」J 

1 




£W-1> 



便，应尽可能采取比较简单 
的 方式. 参照所给的直交两 
格，对任一内节点认可 
如图 7.3 中虚线所示的那样 
由过两节点的中点作平行于 
坐标轴的直线来构成相应的 
元体 MOi ). 而对于边界 
节点，其所相应的元体可以 
类似地构造，但大小只有上 
述元体 AB 023 的一半或(在 


m 7.3 

边界角点的情形 )1/4 .由于边界条件( 2 . 2 ),在边界节点上的解值 


为已知，即已有 (3 >3) 式，因此，我们下面只对内节点考虑相应的元 
体，并列出在其上的平衡条件 

(( U 内节点） (3 * 4) 

C _ B 

来代替原先的平衡条件 (2-3 乂 

(3) 近似处理的第三点 是:在 元体平衡条件 (3.4) 中用差商代 




调和方程狄利克窜问題的数值解 


aa 


替一阶偏导数.注意到 

IS A 

近似地用相应的中心差商来代替上述右端第一项积分中的导数 
(参见图 7.3), 就有 

类似 H \cB% d ^ Ui ,^3■ 广叫 Jj 

厂%屬 

L 哿“叫 广…- 1 - 

将它们一起代入 （3.4) 式,就得到:对任一内节点 （6, j ), 仍成立五 
点格式 (3.3) 式.至于边界节点，则已有 (3.3) 式. 

这样,和有限差分法的情形相同,对每一节点可得到一个线性 
代数方裎，最后得到关于节点上解的近似值％^ j =0, 1,…， n ) 
的一个线性代数方程组.而且此时这个线性代数方程组和有限差 
分法情形所得到的线性代数方程组是完全一样的.它有唯一的 
解, 且当时,近似解收敛于原狄利克雷问题的精确解. 

必须指出，如果在区域的一部分边界上给出的不是狄利克雷 
边界条件 （2.2), 而是诺伊曼边界条件或第三类边界条件，这时对 
这一部分边界上的节点，仍要通过在相应的元体上列出平衡条件 
来构造计算格式，而且 ft 这些节点上所得的格式往往和有限差分 
法的情形不同. 

上述方法基于在每个元体上列出平衡方程，故称为元 体平衡 
法.可以看到，这个方法所需要的实际上只是节点及其相皮的元 
体，商一开鉍所画出的直交网格只起了陪衬和输助的作用.因此, 
元体平衡法和有限差分法不同，它对形状不规则的区域仍然可以 
方便地加以应用，这是它的一个突出的优点， 
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为了说明这一点，不妨设区域 G 是一个多角形，这时采用直 
交网格显然是不方便的，但仍可以，例如说，用下面的方法来确定 
节点并指定相应的元体，从而可用元体平衡法来列出相应的计算 
格式. 

( A ) 将区域 G 分割为有限个互不重迭的三角形元素(:简称为 
元素)，要求每个三角形元素的顶点也是其相邻三角形元素的顶 
点,而不是其边的内点.取这些三角形元素的顶点为节点,并按一 
定的顺序将其编号，分别记为1,2瓦.这一步 骤輙为有限元 
素分割，由此所得到的节点配置方式自然是相当任意的，我们可以 
在对计算精度要乘较髙的地方配置较为密集的节点，但要求在节 
点疏密过渡时每个三角形元素的形状尽量比较规则（三内角大小 
相差不宜太悬殊)，以倮钲计算的精度.这种有限元素分割方式的 
灵活性，是直交网格达不到的.即使边界的形状比较复杂,也可以 
将边界节点直接地配置在边界上. 

和前面一样，今后所要求的将只是解在节点上的近似值么 

=1, --j N)^ 

( B ) 对每一内节点 t 可以根据所作的有限元素分割,构造一 
个相应的元体 • 为此，对每一三角形元素 e (H 怖)（见图7.4)， 
利用三边的中线将它分为三块，并使每一块对应于一个相应的节 
点，作为环绕此节点所作的元体的一个组成部分 • 对内节点 A 将 
其周围以其为顶点的一切三角形元素中对应于它的这一块合并起 
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m 


來，就得蓟围绕此节点的一个元体，觅图 7.5. 

这样，对每一个内节点有一个相应的(互不重迭的)元体,从而 
可列出在其上的平衡 条件: 在围绕$的元体进界上，成立 


ft 内节点 )• （3.5) 

至于边界节点，由于已有 （3.3) 式，我们不利用平衡条件来列计算 
格式(在诺伊曼条件或第三类边界条件的情形，对边界节点同祥要 
利用在相应元体上的平衡条件来列计算格式). 

(0) 现在要将 （3.5) 式的左端离散化，将它用节点上的解值 
来表亲.由于现在不是直交网格，不能直接将它写成差商的形式. 
我们 t 先要根据节点上的解值叫(纟〜仁…，況)，利用适当的插值 
方式，将议在整个求解区域 O 上的值补充起来，然后就可以计算 
(3.5) 左端的积分. 

为此，只需在每一三角形元素 L 进行插值即对 • 任取一个三 
角形元素〃，其三顶点按逆时针顺序的编号设为 H 你（觅图 
7.4) +设《在这三节点上的值分别为％妁及在此三角形元 
素 e 上， w 的数值可认为是线性变化的(在元素 e 相当小时，这个 
假设是合理的近似)： 

W=£»i + cCa®+ff0 扎 (3.6) 


其中柯，%为常数，设三节点的坐标分别为（叫糾（而，的) 
鱗和 由于 W 在此三节点上分别取值％,岣及、，故应有 

• K/—o：i + 内而 + a sPi f 队 7) 

t (Xi+ 


由此可决定出 




2^ 

1 

~2 A , 


- 々十 a 购 + , 

(CiUi + CfUj ^ CmU ^), 


(3. S ) 






其中 
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成 i = 裕 m 一边 mVi, h B Vr^Vm ， !»/, 


(3,9) 


其余按指标 H m 的顺序循环定义;而 

I 1 pi 


1 Vs 

1 ptn 


( 3 . 10 ) 


为此三角形元素 e 的而积.将 (3*8) 式代入 （3.6) 式，就得到在元 
素《上的线性插值公式 




( 3 . 11 ) 


其中求和记号表示对 U , w 轮流作和. 

这样，如果给定节点上的数值，在每个元素上作上述的线性， 
值，在整个求解区域上就得到一个插值函数.由于在两个相邻元 
素上分别插值所得的函数，在其公共边上必保持连续(称为满足相 
容性条件），因此，在整个区域上所得的插值函数是一个分块线性 
的连续 函数. 这种插值也称为分块线性插值. 

利用上述插值，就可以计算 （3.5) 式中的环路 积分. 为此，设 
丢为所考察的内节点，只要说明对于上述的插值函数，如何计算 

^在图 7.4 所示线段 AO 反 OB 上的积分即可.由 (3.11) 式，在 
dn 

j , …上 ，有 

它们是节点值％, % 及叫 《的线性 函数- 在已知三节点 L 么仰的 
坐标后，线段及05的长度及方向余弦也是易于计算的•设 
AO 之长度为 | ZO |, 其外法线方向余弦为巧）（对元体来说为 
外法线方向) f 则由⑦ . 12 ) 式有 
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24 ? 


十 ㈣) ％. (3. IB) 

类似地可以得到， 册 的表达式，它们都是节点值％岣及 
的线性函数. 

参见图 7.5, 将以 i 为节点的一切三角形元素上的上述积分 
相加,就可在对应于内节点 I 的元体上得到用 （3.5) 式表汞的平衡 
条件_它是关于节点€及其周围一圈节点上的解值的一个线性代 
数方程,其具体表达式这里从略. 

这样,对每一个内节点同样可以列出一个线性代数方程，而对 
每一迫界节点则已有 （3.3) 式，因此，仍可得到一个以节点解值 
城 ( i = i , …， Y ) 为未知数的线性代数方程组，这就是用元体平衡 
法所列的计算 格式. 求解这个线性代数方程组，就得到原狄利克 
雷问题(3_1)〜 (2.3) 的近似数值解， 


&3有限 元素法(里茨 (Bi 奴)法） 

现在考察对定义 III 所给出的解如何进行离散化，即考察如 
何对泛函 /( v ) (觅（ 2 *12)式)求极小的变分问题进行离散化，这 
导至另一种数值求解方法，称为有限元素法. 

方法的要点如下： 

(1) 仍不妨设为一个多角形区域.和 3.2 中一样对0进 
行三角形有限元素分割，将 G 分割为有限个互不重迭的三角形元 
素,并在每个元素上取一些点作为节点，最简单地可取三角形元素 
的三个顶点为节点.为保持计算的精度，每个三角形元素的三个 
内角的大小相差不宜太悬殊，因此在节点疏密配置不均勻时，元素 
由小到大要逐步过渡. 

" 对给定的有限元素分割,将节点按一定的顺序进行编号，分别 
记为方；同时，将元素也按一定的顺序进行编号，分 别记为 
1，…，龙，和前面一样，近似处理的第一点是, 今后 所要求 的仍只 
是解在节点上的近似值…，汉)，从而将问题化为一个有 
限维的 问题. 
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(2) 为 r 利用使泛函 joo 取极小的条件来列计算格式，必 
须要求积分，因此，必须首先利用节点上的执 ( i = l , …，況）值通 
过插值得到整个区域 o 上的函数.这可以和上一段中一样地进 

行.在任一元素上 
(见图 7 . 6 ), 若按逆时针顺序排 
列的三节点 U 及抑的坐标分 
别为0‘，扒 )( 叫的)及0«, v « d > 
其上的解值(分别为叫吣及 
则在《上的插值函数可由 (3.11) 
式给出.在每个元素上作如此的 
插值，在整个区域 D 上就得到一个连续且分块线性的插值函数， 
它完全由节点上的数值…，及）所唯一决定 • 由于 (3.3) 
式，在边界节点上的解值是 B 知的，只有内部节点上的解值未知. 
为了说明方便起见，设内节点的个数为况。(<及)，且其編号分别 
为1,…， N 0 , 则上述分块线性插值函数完全由叫 G = l …，及 0) 
之值所唯一 决定. 在内节点上的数值叫 (^1, 仏)变化时，相 
应的插值函数也发生变化，它们的全体构成一个插值函数类 
这是一个有限维的集合，其维数等于内节点的个数 

近似处理的第二点是:代替在由（ 2 . 10 )式定义的集合厂上考 
察泛函的极小，改为在插值函数类 G 上考察泛函 JO ) 的 
极小,即将定义 HI 中所考察的变分问题( 2 -11)近似地改为 

J(u) = min J (v) t (3.14) 

因为在边界节点上的解值己由 （ 3.S) 式给定， (3.14) 式意味 着:要 
求出在内节点上的解值极以二 1 ，…，使其相应的插值函数 w 
所对应的总位能 ^( w ), 比在内节点上其它可能的解值叫1， 
…，所对应的插值 函数* 的总位能 JO ) 为小.由于插值函数 
v 由奶及 0 )之值唯一决定， J ( v ) 是」个包含汉0个自变 
数叫(卜1,…，汉。)的多 元函数 ，因祀，用 (3.1 4 ) 來代替 (2.11), 就 
将一个泛函求极值的变分问鼴化为一个多元函数求极值的问艏, 
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即犄一小无限嫩的问垣化为一个有限维的问题，而便何题得到了 
离散化. ， 

注意到在元素<^ m ) 上，插值函数的一阶偏导数由 (3.12) 
式给出 # 我们有 

c - 

II r 

^ 的二次函数 


_v 


2 


M =1 


其中知 A …， W ) 是某些常数，再用 （3. S ) 式代入，得 


-V* fn 

J{^) = ^k^ViVj - -Ho, 


(3-15) 


其中 N b ) Rc 为某些 常数. 可以证明，这里的矩阵 
( Jfcy ) { i r j ^ l 3 "% No ) 是一个对称正定阵,称为刚度阵. 

由 (3.14) 式所眾的极值性质,应成立 

^1卜 (卜 1，、及 0 ), 

<7^ [ u=if 

于是 j 

产 Pi (i=lj - ? N a ) r (3‘16) 

这就是内节点上的解值叫…，皮0)所应满足的一个线性代 
数方程组，它的系数阵是一个对称正定阵——刚度阵疋 ==( 知乂 
(3.16) 就是用有限元素法所列出的计算格式.解出它，就得到解 
在节点上的近 似值. 可以证明，当元素以一定的方式愈分愈小时， 
昕得的近似解必按某种意义收敛于原狄利克雷问瓸 


勺精确解. 

我们指出，若采用同一有限元素分割』上述用有限元素法所列 
的计算格式和前段用元体平衡法所列的计算格式实际上是完全相 
同的.然而，如果在一部分边界上给出的是诺伊曼条件或第三类 
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边界条件,在边界节点上二者所列的计算格式—般并不相同，而在 

此时，为了使用有限元素法，在泛函中还必须添加一个边界 

积分项，这儿不再详绵说明. ^ 

我们还指出，若特别采用由直交网格所导出的三 A 龄有限元 

素分割（见图 7.7), 则用上述有限元 
素法在内节点处所得的计算格式就是 
五点格式 (33), 和有限差分法的情形 
是相向的. 

可以看到，节点配置的灵活性是 
有限元素法的一个 优点. 又由于在列 
计算格式时各个元素的地位是平等 
的，因此可以用一个统一的方法来形 
困 7 . 7 成计算格式，易于将程序榇准化，在使 

用电子计算机求 解问捱 时特别方便，这是有限元素法的又一个突 
出的犹点_此外，有限元素法的核心是元素，即元素的锻状、元素 
上节点的配置方式以及其上的插值方式，这三者又是密切联系着 
的.上面所用的元素』形状是三角形，节点是其二顶点，莱用的是 
线性插值，可称为三角形线性插值元素.它只是一种可能使用的 
元素锻式，面且是最简单的一种元素 形式. 还可以构造出多种多 
样的元素形式，从而可以通过改善元素的性能来不断提高计算的 
精度,这是其它方法所不及的,也使有限元素法这一数值计算方法 
具有十分丰富的内容和多种多样的 面貌， 

8,4有限 元棄法(伽辽金法） 

现在简单地考察如何将定义代给出的解进行离散化，由此 
所得的数值求解方法仍称为有限元素法.为区别起见，将上—段 
中所述的有限元素法称为 里茨法 ，而将本段所述的称为伽辽金法. 

仍设公为一个多角形区域,并和上一段那样进行三角形有限 
元素分割.近似处现的第一步仍是只考察解在内节点的近似值 
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由于在定义 IV 的 (2.18) 式中涉及到两个函数《及叫为了 
将此式离散化，除了应要求 w 属于前一段所定义的插值函数类 
以外，还必领对试验函数妨作类似的处理.由于最方便 
的一个方法就是对同一有限元素分割， 要求切 其中 F 纟表示 
在边界节点上取零值时所构造的插值函数类.由于在迈界节点上 
取零值， FX 是一个有限维的线性空甸，其维数仍等于内节点的个 
数这样，就可以将 (2.18) 式近似地改为 

U ^ Vkf |/(尝尝十 


(3.17) 

对任何…，汉 0 ,以 y ) 表示在内节点 i 取值为 
而在其余节点取值为零时所构成的插值函数，它是 一个“ 伞状函 
数”, 显然，斯(％ 穿)它打;且对任何似 (a y )£ Vl 设其在内节点 
分别取值办，你，…，办，,则显然有 


y^^yy 


因此 t/)}(i = h -i JVo ) 是线性空间的一组基，这样， 
(3-17) 式就可以等价地改写为 

詧+鸯劈 0 

( 么 = Uo) 03.18) 

由 （3.12) 式，这里共有％个以内节点处解值％ ( hi , 为 
未知数的线性代数方程，即是一个线性代数方 程组. 解出它，就可 
以得到解在节点上的近似值. 

由于定义 m 及定义 IV 的等价性， 而 《及犯又均用同一插 
值方式进行插值，上述做法所最后列出的计算格式和上一段中用 
里茨法列出的计算格式是完全相同的，如此时这两种数值求解方 
法是等价的. 

但是，如果对定义 IV 中出现的两个函数《及％分别采用不 
同的方式进行插俥,例如采用不同的有限元素分割方式,或采用不 




第七章倫微分方程的广义解和数偟解 


同精度的插值等等，就可以导至不同的计算格式 4 具体说来，若要 
求社而与是分别用不同的方式所得到的插 
值函数类,但例如说具有相同的维数』就可以得到相应的计算格式 
为 

叫〜 lJ(SS + ff)^=0 

(3.19) 

这就和前一段中用里茨法所得的计算格式 不同. 因此，基于定义 
IV 的数值求解方法可以含有更丰富的内容. 

我们还指出，由§2中的讨论可以看到』由定义 IV 所定义的 
解，坷以看成是用试验函数切乘微分方程，然后在 O 上进行分部 
积分而得到的，因此，对一些不能化为变分问题来求解的问題，仍 
可以利用试验函数来定义它的广义解，从而给出其相应的数值计 
算方法. 

综 上所述，我们对同一狄利克雷问题 (2.1) 〜 (2.2), 基于对解 
的概念的不同理解，分别介绍了数值求解的四种常用的方法.可 
以看到;每一方法都有其特点及优点，而且在特定的情况下还给出 
相同的计算格式.此外，不同的方法在各自范围内都有其或大或 
小的变通性，这为我们提供了多种的选择余地，在具体使用这些方 
法的时候应该充分地注意到这一点 • 


习 题 

1. 证明： 用有限差分法所列的计算格式 (3 .珩及 (13) 恒有唯一的解. 

2. 若对所考察的有限元素分割，没有一个元素是钝角三角形，证明此时 
对狄利克雷问题 (2 . 1) 〜 ( 2 . 沿用元体平衡法所列的计算格式，必成立极值原 
理 ，即除非节点上的解值恒等于常数，在内节点处的解值不可取到在所有节 
点上的解值的最大值或最小值.由此证明用元体平衡法得到的计算格式恒 
有唯一的解. 

3. 证明出现在 （3.15) 式中的刚度阵 £：=(&) ( i ， 卜1 ，…，抑毚一 


个对称正定阵. 

4- 证明坶狄利宪 窜问顒 （ 2 .1)〜( 2 .幻宥采用同一有限元聿分割 ，则用 
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故 


有限元素法所列的计苒格式与用元体平衡法所列的计算格式是完全相同的， 

5 - 证明:若采用图 7.7 所示的有限元素分割，則用有限元素法在任一内 
节点处所列的计算格式必为五点格式 (3.2). 

6 - 证明;若采用同一有限元素分割，且《及 w 莱用同一插值方式进行插 

值,则对狄利克雷问题 （2.1) 〜 (2.2), 用里茨法和用伽辽金法所得的计算格 
式是完全相同的< ■ 





咐录一傅立叶级数 


我们知道,任一周期为的函数/0),当它满足一定的条件 
(例如说在[—从 石] 上分段连续或更弱的条件)时，总可以展开成 
傅立叶级数 

m 〜夸+ g (% c ⑵誓+誓)， w 

其中 

. …士广/ ㈤ ⑽ 亨咖（々 = 0, U …)，⑶ 

! 士广/ ⑷如 争疋（卜 m ⑶ 

特别，若/0)是[一 I ， I ]上的奇函数，有 

apO t h= -j-j/W™ 亨 —. ⑷ 

此时的傅立叶级数展开式为正弦级数： 

/ W 〜⑼ 

而当 /($) 是[-屯 i ] 上的偶函数时，有 

h =0. (6) 


此时的傅立叶级数展开式为余弦 级数: 


,、 On , 'rl 

/(*) 〜 + 系你 00 S Jj _ 


这样,对定义在区间[ 0 , I ] 上的函数 / W , 利用奇延拓，可以 
将它展开为[0,石]上的疋弦级数 （5); 也可以利用偶延拓，将它展 

开为 [0, 圮上的余弦级数⑺ * 

关于傅立叶级数，成立下述 

引理 1( 帕塞瓦等式）设/»在[一 A 罚上 


分段连续,则成立 



附录 _ 傳立叶级数 


m 


鲁 + 02+衫)^ ( S ) 

其中办及 心 分别由 (2) 及 (3) 式定义. 

证明从辂， ■'' 

, 下一引理可用来判定傅立叶级数致收敛性及将其逐项微 
分 k 所得级数的一致收敛性， 

_ | I ■ >- 

引理2若/化）是区间 [0, ij 上的连续函数，它本身及其直 
至饥阶 的导数 连续, w +1 阶导数分段连续，且 

尸 >(0) ;广 (i)=0 0/2,'、2[号] )• ⑼ 

将函数/0)在区间 [0, 上展开为正弦级数 

( 10 ) 

则由系数办所构成的级数 

( 11 ) 

是收敛的，从而 /(®) 的正弦级数展开式可遂项求导也次. 

证明由于假设/0)的 w + i 阶斧数分段荜续，因此 
/ m + x > W 可以在区何 [0, i ] 上展开或傅 i 叶级数，当 m 为奇鮮 
时，展开式为 / _ 

当 m 为偶数时，展开式为 

/(_ ⑷ _+ ^a^cos^-, 

现计算傅立叶系数当你为奇数时，由引理条件，利用 
产 14(0) ^^-： L > (i) 可得 

巧 jj : 严 1) (e)ein 

— / W ( f ) COS 
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附录一傅立叶级数 


: —音.警 [产 ”(⑽ 9 誓 

一 £产©咖亨超. 

如果继续进行，可以得到 

a —)‘ (-”子(警(卜 1, V ?)- 

当饥为偶类似地可以得到 

« fc m+1> -= (- 1 ) T (-^) m+1 Cfc ( A - X , 2 , ...)* 

由引理1,有 

衾 14 ffl+1) | a <|艾[严 +1 »] 3 必<0^ 

所以 Jj ^ m +3 -^< ob . 

再由柯西不等式,轉得到 


<的. 


引理证毕, 



附录二傅立叶变换 


可以证明，若/(岣在无穷区间（一 oo, +00) 上连续可微，且 
绝对可积,必成立 


/0)=丄 （JX /( f ) 咖九 0—0 必. 

ys JO J —™ 


这个积分表迖式称为/0)的傅立叶积分，它是有限区间上的 
傅立叶级数在无穷区间情形的推广.由于 cos 是 X 的偁 

函数,0是入的奇函数，可以将 (1) 式改写为 

/0)=^~「-必厂 /(f) [㈤ “O—O+hhao—o] 超⑻ 

£ iyt > J J 


或 


你)说 「凡)产…必. 

J — » J ^ 


它称为复数形式的傅立叶积分公式. 


这样，若令 



⑷ 

就有 


aVS J —» 

⑼ 


我们称由⑷式引进的函数# ㈨ 为/0) 的傅立叶变换 ，记为 
Flf\ t 同理，称由 （5) 式引进的函数 /(*) 为 tfO ) 的博立叶逆变 
换， 记为及 如上述，如杲/0)满足一定的 条件， 例郊在 
(― oo , + oo ) 上连续可微且绝对可积，那末它的傅立 叶字换 存在, 
而 I 其逆变换等于/0),即成立 * 

/ owm /]], ⑹ 

抑卜 nn 幻]. ( 7 ) 

以下我们总假设所讨论的函数 /( 幻 具有上述性质. 

傅立叶喪换在求解数学物理方程时有很多应用. 下面我们介 
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附录二傅立叶变換 


绍它的一些基本性质.在推导这些性质时，所遇到的有关函数的 


傅立叶变换均假设是有意义的 ？ 有英的一切运算也都假设是可行 
的，而不一一加以指明 * 因此/利用这些性质来求解数学物理方程 
的问题， K 能先给出问题的形式解，然后再设法进行验证. 

■性质1傅立叶变换是线性变換〗设〜月是两个饪意实数, 
则成立 

F [a/i4- [/J + 泠冗 [/a]. ⑻ 

对逆变换也有同样的结果. 

性质3傅立叶变换的平移公式(或称延迟公式） 

证明由定义 

尸[/0— /( 芒一％ k 叫硭 

J —50 

_「/(^?) dy ] * 

J —-oa 


称函数 

/0) = r M 広 DM ㈣ (10) 

J -^OQ- 


为函数 JVW 和 AO) 的卷狖，记为 U^/ a )0)* 易知成立 

性质 3 卷积的傅立叶变换等于 /lO) 和 AW 

的傅立叶变换的乘积，即 

( ii ) 

证明由定义 

F [/f/J =〔 (/冰) (f K 叫超 . 


J — f 


苒交换积分次序可得 






附录二俜立卟变换 


2 S * 


-T Mt) r u(p)^^d!cdt 

J *^w J —w 

令 J ^a = ^[/a]j 

就有 

于是 （ li ) 式又可写为更便于应用的形式： 

F — (12) 

从傅立叶变换和逆变换公式之间的相似性，可以类似地得到 
性质4 和/ 〆 ❸相乘后的博立叶变换等于 / ih ) 和 

分别进行傅立叶变换后的卷积的^倍，即 

nA , A ] [从 ⑽ 

f ( x ) 的导函数 f O ) 的傅立叶变换和/0)的傅立叶变换之 
间存在下述重要的关系. 

性质6如果 / OX/W 都可以进行傅立叶变换，且当I 岣 
- >oo 时，/0)->0,则成立关系式 

Flf ( a >')'}= i % Flf ( x )']. (14) 

证明由定义 

J ，co 

=/( f ) e -^\^ +「 

— n J -■-» 

J —C4 

类似地，对髙阶导数苛得 

F [严 0)] - W Wt /(®)]. ⑽ 

性质 6 如果 /(®) 和都可以进行傅立叶变换，则 

n - 耐0)>去则. （ 16 ) 

证明 /[一紅 /(of 

J — 




附彔 r : 傅立叶变换 


注意到求导和积分互为逆运算,易知成立 

性质7 芯 f(xh f / H ) 郝均可进行傅立叶变换， 

且 a M ->^ o 时， 0 ,则成立关系式 

#[.0卜去，〔八 机 （17) 

对多个自变数的函数 /(®), 其傅立叶变换可以类似地定义如 
下： 

i/ ⑻ - ， [/㈤ 卜「 … 「 f(S)e^dS t (18) 

J —W J 4—oO 

而其逆变换为 

f ㈤ -F-^giX)! 抑 ) 以兔 (19) 

其中疋 = aOj in) f **s K), 

X * i ~ Xiii -\- — -hKinj (20) 

—— dK — dXx '^ dXii ,, 

此时上述有关傅立叶变换的一些性质只要在形式上作如下修改后 
仍然 成立： 

P "" f /i(® - 0/a ( 亡 X 
J 一《 J 

Fu^-^-nn^% 

njv/j 山 

f -g^-/ ⑷ ; = [/] * 

_ T ’ [ 一 (®)] ㈡ -^-^[/3 


等. 




附录三 S 函数 


§1 5函数的概念 


5函数首先是由于在物理学中考察集中分布量的需要而产生 
的.这些集屮分布的量，例如集中质量、集中电荷等，可以近似地 
认为集中在一些孤立的点，而不必关心实际具有这些质量或载有 
这些电 荷的物 体究竟有多大体积.以这样方式来处理问题，往往 
是十分方便且有效的，例如在天体力学中，就将地球、太阳等都视 
为质点来求解问題.但是，在我们要同时处理分布质量或分布电 
荷的情形,就产生了一些困难. 

以质量分布问题为例.我们通常利用密虔函数来描述连续分 
布的质量.对于空间一点0,义 Z ), 作包含这点的一个邻域 flo , 
其体积力」 F , 而在％中物体的质量为则 




»= lim 


AM 


a.i) 


称为物体在该点 o 的密度.反之，若知道了物体的密度函 


数就可以得知在区域 G 中的质量是 


M 


=-jjjp ( x f p f a ) da > dpdz w 


(1-2) 


在通常的情形下,总假定 (1.1) 式中的极限存在，且 P(A A 幻 
为连续函数（至少是分块连续的)；而对于给定的一个分块连续函 
数 〆 h K 积分( I . 2 )总存在.这样，有关的物理问题能顺利地 
利用经典分析的工具加以处理，就像在连续介质力学中所做的那 


样* 

然而当我们考察集中质量的情形时，就无法按 C 1 ' 1 ) 定义其 
密度函数.因为若在原点集中若单位质董，则当以 ， L 6士（ 0 , 
0, 0) 时，按 (1.1) 式可知 p(a 女， 2) m 0; 而当0°, a ⑼ 0/ 

时，对于任意的包含该点的区域00,都有从而当」 F — 0 
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时，必有 + 

尽管如龀，人们仍然希望对集中质量也能相应地定义一个密 
度函数，以便与分布质量情形统一处理，一开始就有人直接将集 
中质量的密度函数称为 S 函数,并将它定义为在一点取值为 
而在其余点取值为0的函数，将 S 函数与普通意义下的函数放在 
一起如以运弇或应用. 

然而，这样来了解或定义§函数是不能令人满意的，芭存在很 
多含混之处.我们.知道，+的只是一个表示变化趋势的符号，它 
并不是一个“很太的数、而且用这种定义也无法将在一点集中了 
—个单位质置与在该点集中了两个单位质量等不同情彤区别开 
来， " 

也有人试图很据质量由密度的积分来表示的这—事实来定义 
S 函数,他们称 s 函数是这样一种 函数: 它在不含原点的任一区域 
中积分为零，而在含原点任一区域中积分为苁这样的定义虽然 
可以将在原点集中质董的多少表示出来，但是通过简单的分析可 
以看到，如果将积分理解为普通意义下的积分（如黎曼积分、勒贝 
格积分等 h 5函数在原点以外必须是零，而在原点处的数值仍无 
法按普通意义来定义，这样，此时被积函数及积分的确切意义是 

什么，仍然很不清楚. 

还有一种办法是将 S 函数放在一个极限过程中来了解.以一 
维空间为例,作函数序列其中 


0 , 

^ 2S" J 


辺<一 &或边>办， 


( 1 . 8 ) 


它表示在长 度为沘 的区间 W 上集中了总量为一个单位的 
质量.当时，就可用此序列的“极限”来表示 s 函数‘ 用这- 
方法来描述 S 函数，虽比上述两种方法前进了一步，然而所述“极 

限”的确切袁 义是 什么*仍然是需要加以说明的， 

直到本世纪四十年代，法国数学家薛瓦尔兹 Boliwarte ) 在 
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前人工作的基础上提出的分希理论才给 s 函粳以至吏一般的广义 
函数奠定了严格的数学基础.他的基本想法就是抱3函^视为在 
某个函数空间（称为基本空间）上定义的二个教性连续泛菌：例 
% 将在实数轴上（或者在某一区间(％ 6)±)定义的且在某内闭 
M 间外为零的 O" 函数全体组成基本耷间友，则对任意给定.的一 
个连续函数（或一舣地，勒贝格可积函数 ） /(㈡，就可以将它视为 
瓦上的一个线性连续泛函*这是因为，对任何史足，可以定 
义积分 

(/, 沪 " (1.4) 
从而我们得到了空间岌上的一个泛函.这个泛 ® 屋然是线性的 i 
在适当地规定了正上的拓扑以后，还可知它是一个連续泛函，这 
个泛函是由 />) 所唯一确定的，于是 nj 以把这个泛函与/(㈣视 
为同一元素，并仍记为 /. 然而在咒空间上 的學性 连续泛函的全 
体要比上述勒贝格可积函数的全体多得多，我们就把I空间上所 
長的线性连续泛函均称为广义馬数.其中就有一个广义函数具有 
前面所述的 S 函数的性质，它就是由泛函 

(5j < p ) 由平 ( fi ) V〆®) G 充 (i*5) 

所对应的广义函数.这个广义函数就称为 s 函数，并记为5^)， 
相仿地，可定义而）为 

( S ( a :_ 叫) 』 沪卜 〆 吻） Vp (帝) €?"■ 

由于广义函数是基本空间上的线性连续泛函，因此，采取不同:、 
的基本空间将导至不同的广义函数.上述在空间的线性连. 
续泛函称为 I 广 义函数 ，它是最常用的广义函数.在一切常用的 
广义函数类中都包含通常意义下的连续函数或勒贝格可积®数， 
也包含由 (1.6) 式所定义的3 函数. 在本书中，我们只准备涉及 
咒广义函数， 

可以按窍函弱极限的楢念来确定广义函数的极限关系，称之 
为弱极队设{心}为一个瓦广义函数序列，而尸也是一个瓦广 
义函数,如 果当托 时,对任何£：成立 

<P), 
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拊录三 A 面数 


就称 声收# 于或万是 {■?»}_ 的弱极限. 

_们现在 碑明荦 (1.3) 式定义的序列 {8 h (®)> U 3涵敏为弱极 
限.即证明对任何 pejs :， 成立 

limp 8* »〈》)<?»= 〆 ()〉， (1.6) 

事实上，由屯0»)的定义及积分中值定理 

jl * s * ⑷沪⑷ 

其中 f \ A ) ,于是立刻得到 (1 • 6) 式. 

弱收敛于 S 函数的函数列并不是唯一的，風下面的一些例子, 
请读者.自行 臉晖它 们满足类似于 (1*6) 的关系式， 

【例1.1】定义(参见图 1) 


l * i >^ 


) ， -h^x<O t 

— ~^~( p - A ) j 


d-7) 


则 {/*<>)} 以 S 函数为弱极限. 

【例1，2】记 

它是热传导方程柯西问题的泊松公式中的核函数（参见图 2 )■则 
在弱收載的意义下成立 、 


fi 3 I ® 敗的 



t>a 


【例 i ，3】 记圆上调和方程狄利克雷问颳解的泊松公式中的 
核函数为 


则在弱收敛的意义下成立 


r—Jft 


(1,9) 


习 



1. 分别莞成例： LI , 1.2 及1,3中所述的弱收敛性的 a 明. 

2. 试证明在 w 的时以600为弱极限， 

印 x 


§2 6函数的运算 

将普通函数的槪念扩充到广义函数以后，还需要把普通函数 
的运第法则也作相应的推广 • 限于篇幡，这里仅讨论数的微 
分运算与傅立叶变换. 

设 r 为在§ 1中所述的在实袖上的基本空间，若 /(*) 为普 
通的连续可微函数，则由分部轵分公式，对任何反成立 

J _f r {jc)^(aj) dx= —.Ifif ( 仿 ) 炉 '» 如 . (2.1) 

(2.1) 式也可以解 释为： 函数/的导数对应着一个线性连续泛函 
其定义为 ‘ ' 

' \fi ，一 // (边»)叔 V<p G 否. 

将这个原则推广到广义函数，就可类似地定义 s 函数的导数■为 
此，定义 W 岣的一阶导 数以是 一个线性连续泛函，它作用于函数 
炉 e 尺时 取值为一 〆 ⑼： 

(8^ ?>)=*— J *8 (怎) q > f ( p ) da ?-— 〆 (0). (2.2) 

同样，对于 S 函数的《阶导数可定义为 

炉 ) = (-1) V ") ⑼. (2.3) 

再考察广叉固槳的俾立叶变换.我们知道，对于一个在实袖 





纟_ _歎 

上绝对宵积的函数 / b ), 其傅立叶变换定夂为 

相卜 {r 广 / ox :。1 
因此，对于任何炉(0€ [，有 

: ■ ■ ^ - 

^ ( f ( s >)${^) da >, (2.4) 

式中焉声教; 〆 C 的傅立叶变换，将进个事实推广到广义函 
数，对3函数，就可定义它的馎立叶变换为 

^?) = (Sj $) =多(0)* (2.5) 

这里需要说明的是，当史€疋时，少的傅立叶变换多一般不具有紧 
支集，从而不含于基本空间瓦中，但由于5函数作用于一个函数 
於时，其结果只与？>在原点的取值有羌，故事实上 3 函数可视为更 
广的函数空间上的线性连续泛函，而使 (2.5) 式仍是有意义的. 

由 (2*5) 式可知，对任意炉 G 瓦成立 u 

成 ^)-?(0) = =■ 0-, < p) t 

所以 so ) 的傅立叶变换是1,即 

心 X (2.6) 

反之，1 &傅立叶逆变换就是 岭) • . ■ /' 

关于5(印~乓）与 S l *>W 的傅立叶变换可按下;面的方法决定 • 


由于 

於 )-(8 0- 必多)=夯(吻) 
*= ( e - 〜 (0 超=•〜办 

HD» 

故 

s ( J -^5 o ) =* 5 -***' 

又注意到附录二中的性质 e (即(祕)式久有， 


(2.7) 



SB 应用 S 函数求基本解 


故 


( S ' 炉) - 釣= ( 一 祭 (0) 

.^(- l )" fC r lf ) V ]( o ) 

J — » 

舉 

8^) = (^)". (2.8) 


对多个自变数的 S 囷数，可以矣似于一个自变数的情形进行 
定义，并成立类似的运算法则. 


习 瓶 

1. 试求％)的傅立叶交换. 

2. 求 3(0 的傅立叶逆变换. 

3. 若0⑻为 X 維赛徒 ( HoavHde ) 禺数 j 


试证 0 r (^)= aC 37>. 




^>0, • 


3f ^Oj 


§3应用 s 函数求基本解 

如第五章中所述，微分算子 i 的基本解五可以定义为方程 
石及 = s 的解.算子 i 的柯西间題的基本解也可定义为初值是 
S ( aO 的柯西问题的解.现在我们利用前面所介绍的关于 S 函数的 
运箅法则，来求热传导方程与波动方程柯西问题的基本解.在此 
指出，由于对广义函数已建立了坚实的理论基础，利用 S 函数求基 
本解的过程均可严格地进行推导.但由于在本书中不页能对广义 
函数的基本理论作详细的介绍，以下的推导过程不妨视为形式运 
算的过程，要断定这种彤式运算过程的合理性，只须对最后所得 
的解进行验证就可以了* 

【倒3.1】 热传导方程柯西问題的基本解. 

考察柯西问题 




sai 


附录二 a 函数 




dE 


dt 




d 3 B 


0, 


在两端对 ® 作傅立叶变换,注意到 (2.6), 可得 


i = 0. £l 

k * * 


(3.1) 


(3.2) 


这个常微分方程初值问題的解为 ^ 

Ms , 0 

求其傅立叶逆变换，即得热传导方程柯西问題的基本解为(参见第 


二章 §3) 


t ) = 


2 a ^/^ut 


e 


4 fl 可 


(3-3) 


有了此基本解屈 ㈡ “乂热传导方程取初始条件《(^ 0)— 
fix ) 的解就可以写成卷积 wo — u ), ( pay ) 的 形式. 这是因为 
、 由厶1!? = 0』有 

t), q)(g))^{LE(x-^ t i), 少⑻ ） - 0 ; 

此外，有 

( E ( x - i , 0), ?>(!))^( S ( o >-^) ? ( p (0) =( p (^), 

这样，我们可以由基本解 ( 3 . 8 ) 导出热伟导方程上述柯西问题解的 
公式为 

1 V -* ( Wi * , 、 

心卜 ㈣ 


这就是在第二章中已得到的泊松公式. 

[例3.2〗三维波动方程柯西问題的基本解 • 

今考察三维波动方程的柯西问题 

jspe , e^E , d^E\ 

W + 藏 + 瓦 T 少 

f = 0. JS=0 t ^ S (p^xt ^3 j %). 

L ^ or 

对上述诸式两端均关于变量® i , 吻 作傅立叶变换，得到 
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(行+萏+控)龙=0, 

卜 0: ^ 0, 省4, 


(3.6) 


这个问題的解力 
兔= 


(p^j^i^vir+ir+fi), (3,7) 

dp 

求其傅立叶逆变换，记 ® ■= +如& + Ma, 得 

T [ P ^^ e ^ dpdoy . (3.8) 

(23 t ) b Jo > a 

这里我们已将及 8 中的积分化成在单位球面炉上的积分与关于矢 
径 P 的积分，而为单位球面上 的商积 单元.在球面 上以# = 
、%)方向为北极方向建立球商坐 标讲， < p) t 

^'$=prooaO ( r = |*| = V ^+ a ^+ a © 

及 doi^BinOdSd^, 

从而別叫 

J 2 ^ 11 ^ • Bin pr dp 

— llmf [cosp(r — «0 —oosp(r + «0]^P 

4% dT 4 —«Jo 

=1 , ^ A ( r ^- at ) _\ (3 9) 

4 jf ar a-»^\ -r —at T 十 nt / 

根据 黎曼- 勒贝格 (Biemann-Lebesgne) 引理 知：对 于区闻 
[ a r &]h 的连续对微函数/0),成立 

㈣ :字難 d :: t 謂 

所以，对于任意具紧支集的连续可微函数〆0有 


(3,9) 


(3-10) 
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lim 丄广 ⑽ 

JT / 0 T 一 dt 

I g(T)^r~O t 

L J .- r » l 7 F Jo 纩十 £IE 

从而由 (3.9 ) 式得 

T 71 ， J.\ S (7* — 


(3.11) 


( 3 . 12 ) 


其中 r = - V ®!+® f +®!,这就是三維皮动方程柯西问題的基 

本解. 

对三维波动方程的柯西问題 


泛 U 


W 


a a ( 


十 


，0 j u ^0 t 


㈣ 丄沪 w , ? Nl 

05 T + ^ 
du 


)， 


~w 


& I 7 § 
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(3.14) 


利用基本解 (&1 2 ) 可得其解应为 

\ i - M » 将关于€的积分在以为中心的球坐标中进行，并 
记 

[ 沪 ] I ip(^)mnSdddtp (3.15) 

为函数?>在球面 H 上的平均值，则由 ( H 4) 式得 

广 od -J 

u(p>, i) 4 : 咖 S ( 矿一 at)4sc[qi}tT u dr 

— at ) ， fl*Mr 如 

■=*Mr 成 （3.16) 

这就是在第三章中导得的三维波动方程柯西问题解的泊松公式 ■ 

习題 

1. 验证由 (3.1 G ) 式所表示的函数** C ; *) 确为柯西问通 （3.13) 的解. 
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